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Zusammenfasaung-Durch Einfilhren eines zusltzlichen Parameters F, werden die bisher bekannten 
Verfahren zur Berechnung des Wiirmeiibergangs auf diejenigen Warmeflussverteilungen erweitert, die, 
stromab des thermischen und hydraulischen Einlaufs, einen vom Ott unabhtigigen Warmeiibergangs- 
koeffiienten ergeben : Diese Bedingung wird erfiillt bei laminarer und turbulenter Striimung mit linearem 
Druckabfall fiir die exponentielle Warmeflussverteilung q,,, = exp (mx), wie sie in WLrmeaustauschern 
vorliegt. Der Einfluss des Exponenten m auf den WZirmetibergang wird dabei eindeutig beschrieben durch 
den Differentialquotienten d,S,/d9, = F,, gebildet aus dem Temperaturgradienten d!I,/dx Fangs der 
warmeaustauschenden Wand und d8Jd.v des striimenden Mediums an der Stelle mit verschwindendem 
wandnormalen Temperaturgradienten. Fiir den Ringspalt werden Gleichungen zur expliziten Berechnung 
des Tempcraturfeldes und der Nusselt-Zahl bei laminarer Stromung und konstantem Warmefluss fur 
ein- oder beidseitigen Warmeaustausch angegeben. Fiir den Fall turbulenter Striimung im Ringspalt und 
llngs Rohrbiindeln ermiiglicht eine Anpassung der von H. Reichardt fiir das Rohr ermittelten Verteilung 
der Impulsaustauschgrosse die Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes und des Reibungskoefftzienten 
und damit die Losung der Warmeiibergangsgleichungen. Die Ergebnisse der numerischen Auswertung 
werden fur einen breiten Bereich der verschiedenen Einflussgrossen in Tabellen und Diagrammen 
zusammengestellt und mit experimentellen Ergebnissen verglichen: Geschwindigkeits-, Temperatur- und 
wandnormaler Warmestromdichteverlauf, Nusselt-Zahl und Mischungstemperatur. Zur Abschatzung 

der thermischen Einlauflslnge wird ein einfaches Berechnungsverfahren angegeben. 

BEZEICHNUNGEN 

Temperaturleitfahigkeit, &IC,); 1, 
a, 

CP, 
Spezifische War-me ; 

4 Durchmesser ; 
d Hydraulischer Durchmesser, 4S/ U ; n4 

F”,:. Parameter der Warmestromdichte- Na, 

verteilung ; 
F Hilfsgrijsse zur Berechnung von F, ; 

Nu,, 
In, 

G Massenstrom ; 

k Wandabstand bei parallelen Platten ; 
Nu,, 

k WCumedurchgangszahl ; 
P, 

* Die vorliegende Arbeit ist ein Auszug aus der franzosi- 
schen Fassung, die von der Faculte des Sciences de l’Uni- 
versite de Paris zur Erlangung des Doctorat d’Etat es Pe, 

Sciences genehmigt wurde. Pr, 
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Lange der warmetauschenden Wand 
stromab des hydrodynamjschen und 
thermischen Einlaufs : 
Exponent der Warmeflussverteilung ; 
Nusselt-Zahl, bezogen auf die Tem- 
peraturdifferenz (9, - 9,), ad,,,/l ; 
Nusselt-Zahl bezogen auf die Tem- 
peraturdifferenz (9, - SO), cq,d,/A ; 
Nusselt-Zahl bei konstantem Warme- 
fluss ; 
Abstand der Rohrmitten beim Rohr- 
biindel ; 
P&let-Zahl, RePr = u,d,/a; 
Prandtl-Zahl, ucp/2 : 
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Verallgemeinerte Prandtl-Zahl, 

Prs&, ; 
Warmestromdichte ; 
Warmestromdichte an der Wand i ; 
Radius, bei ebenen Begrenzungs- 
wanden Abstand von der Stelle 
aslay = 0; 
r an der Stelle dujdy = 0 ; 
ran der warmeaustauschenden Wand, 
negativ fur die Falle r, > 1 rw 1; 
Reynolds-Zahl, u,d,,!v : 
Aquivalente Rohr-Reynolds-Zahl bei 
nichtkreisformigem Striimungsquer- 
schnitt ; 
Stromungsquerschnitt : 
Stanton-Zahl, c~/(pu,c,) = Nu/(RePr) : 
Stromungsgeschwindigkeit in x- 
Richtung ; 
Maximale Stromungsgeschwindig- 
keit ; 
Mittlere Stromungsgeschwindigkeit : 
Zusatzgeschwindigkeit gegentiber der 
logarithmischen Geschwindigkeits- 
verteilung ; 
Schubspannungsgeschwindigkeit, 

&IL4 ; 
IJmfang (benetzt) ; 
Verhaltnis aus dem Umfang U der 
benetzten Wand und U, der warme- 
austauschenden Wand, U/U,,, ; 
Koordinate in Strijmungsrichtung ; 

Thermische Einlauflange ; 
Wandabstand ; 
Dimensionslose wandnormale Ko- 
ordinate, r/l rw / ; 
Dimensionsloser “Mitten”-Abstand 
von der Stelle du/dy = 0. 

iriechische Symbole 

L, 

Warmetibergangszahl, q,/(9, - 9,) : 
Druckverlust ; 

&h? Austauschgrdsse fur Warme ; 
E In, dto. fur Impuls ; 

L Reibungskoeffizient ; 

rl. Dimensionsloser Wandabstand bei 
turbulenter Striimung, y/u; 

rl an der Stelle r = r, ; 
q am Schnittpunkt des &,-Wand- und 
Mittengesetzes ; 
Temperatur ; 
Schubspannungstemperatur, 

%vl(PC,U + ) ; 
Mischungstemperatur ; 
Wandtemperatur ; 
Temperatur an der Stelle &9!dy = 0 ; 
Dimensionslose Temperatur, 
(9 - 9,)/(9, - 9,) ; 
Dimensionslose Mischungstempera- 
tur, (,9, - 9,),4,9, - 9,): 
Dimensionslose Temperatur, 
(9 - 9,,1/(‘9,, - 9,): 
Warmeleitfahigkeit : 

Dynamische Viskositat ; 
Kinematische Viskositat ; 
Spezifische Masse : 
Schubspannung ; 
Wandschubspannung ; 
Dimensionslose Geschwindigkeit in 
u-Richtung. 

Stelle Y = Y, = 0 ; 
Ringspalt ; 
Rohrbtindel ; 
Stelle du;dy = 0 : 
Mittelwert ; 
Molek.ularer Anteil ; 
Turbulenter Anteil : 
Parallele Platten : 
Parallele Platten, symmetrischer 
Warmeaustausch ; 

dto., asymmetrischer Warmeaus- 
tausch ; 
Rohr : 
Wand ; 
Stelle a9/aY = 0; 
Stromungsquerschnitt; 1 bzw. 2 bei 
Warmeaustauschern ; 
Warmeaustausch an der Wand 1 
(r = rl) bzw. 2 (r = r2) beim 
Ringspalt ; 
Gesamter Ringspaltquerschnitt. 
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1. EINLEITUNG 

DIE UNTERSUCHUNGEN in den bisher 
erschienenen Veroffentlichungen tiber den Ein- 
fluss der Wgirmeflussverteilung auf den Warme- 
austauschkoeflizienten gehen entweder von 
speziellen Erfordernissen, wie etwa der in 
Kernreaktoren vorhandenen naherungsweise 
sinusformigen Flussverteilung oder von beliebig 
vorgegebenem Verlauf der Temperatur bzw. 
Warmestromdichte aus [l-5]. In beiden Fallen 
muss dabei ZUT Berechnung des Warme- 
austausches auf die Verfahren der schri ttweisen 
Liisung und Superposition zurtickgegriffen wer- 
den. Daneben gibt es jedoch zwei wichtige 
Gruppen von thermischen Randbedingungen, 
die eine geschlossene L&sung zulassen: die in 
Warmeaustauschern vorliegende exponentielle 
Warmestromdichteverteilung sowie die einem 
Potenzgesetz gehorchende Warmefluss- 
verteilung der laminar angestriimten ebenen 
Platte. Auf den erstgenannten Fall haben bereits 
Hall und Price [l] hingewiesen*, fur den Fall 
der laminaren Plattenstriimung wurden von 
Sparrow und Lin [4] exakte Lijsungen ange- 
geben. 

Mit Hilfe einer Ahnlichkeitsbetrachtung wird 
in der vorliegenden Arbeit ftir den Fall der 
Kanalstriimungen gezeigt, dass nur die Warme- 
stromdichteverteilung q, - exp (nr?c) die 
Forderung einer vom Ort in Striimungsrichtung 
unabhangigen Warmeiibergangszahl erftillt. Der 
Fall der laminaren Striimung l;ings einer ebenen 
Platte bei der WBrmestromdichteverteilung 

4w - x m wird in einer separaten Arbeit behandelt 

[391. 
Fur die Fa.lle turbulenter Kanalstrijmung 

wird das Analogieverfahren des Impuls- und 
Warmeaustausches angewandt, wobei das Ver- 
hahnis der Austauschgrossen fur Wglrme sh 
und Impuls E, als tiber den Querschnitt kon- 
stant, jedoch nicht notwendigerweise gleich 
eins gesetzt wird. Diese Vereinfachung, 

l Der Nachweis, dass sich ortsunabhlngige Nusselt- 
Zahlen ausschliesslich fiir q - exp (mx) ergeben, wurde 
iozwischen such von Hasegawa und Fujita [40] hergeleitet. 

zusammen mit der insbesondere bei nicht- 
kreisfiirmigen Querschnitten noch mit Unsicher- 
heit behafteten Kenntnis tiber die Impuls- 
austauschgriisse E,, beeintrachtigt die Genauig- 
keit der Absolutwerte der zu berechnenden 
Grossen, dagegen wird ihr Einfluss beim Ver- 
gleich verschiedener Strijmungsquerschnitte und 
W%rmeflussverteilungen--das eigentliche Ziel 
der vorliegenden Arbeit-auf ein befriedigendes 
Mass zurtickgehen. 

Fur den Verlauf der Impulsaustauschgrosse 
und der Geschwindigkeit in Rohren und 
zwischen parallelen Platten werden die von 
Reichardt [6, 71 angegebenen Formeln tiber- 
nommen, die auf Grund sorgfaltiger experi- 
menteller Untersuchungen und theoretischer 
Betrachtungen, besonders in grosser Wandnahe, 
aufgestellt wurden. Diese Formeln werden fur 
den Ringspalt und das Rohrbiindel erweitert. 
Im Gegensatz zu Rotfus et al. [8] und Bailey [9] 
wird dabei von einem Ansatz i,iber die Impuls- 
austauschgrbsse ausgegangen. Dieses Ver- 
fahren gestattet, den Radius verschwindender 
Schubspannung in Abhangigkeit vom Radien- 
verhaltnis und von der Reynolds-Zahl zu 
berechnen, w%hrend z.B. in der erstgenannten 
Arbeit dieser Radius demjenigen bei laminarer 
Striimung gleichgesetzt wurde, was experi- 
mentellen Ergebnissen widerspricht [lo]. Nach 
Kenntnis der Geschwindigkeitsverteilungen 
lassen sich die Widerstandskoefhzienten fur 
den Ringspalt und fur das Rohrbtindel berechnen. 

Beim Rohrbtindel wird die bereits von Lyon 
eingeftihrte Vereinfachung angewandt, die das 
Hexagon verschwindender Schubspannung 
durch einen Kreis gleichen Flacheninhalts 
ersetzt. Dadurch erreicht man, dass die 
Striimung und der Warmetibergang fur das 
Rohrbtindel aus den fur die innere H5lfte eines 
(sog. zugeordneten) Ringspalts ermittelten Bezie- 
hungen berechnet werden konnen. 

2. HERLEITUNG ALLGEMEXNER GLEICHUNGEN 
2.1 Vereinfachungen und Annahnren 

Die Berechnungen werden durchgefiihrt unter 
Vernachlhsigung folgender eventuell auf- 
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tretender Einfltisse : Dissipation, Kompressi- 
bilitat, Strahlung, Warmeleitung in Stromungs- 
richtung, Temperaturabhangigkeit physi- 
kalischer Stoffwerte, tiberlagerung freier Kon- 
vektion, Abhtingigkeit des Verhaltnisses der 
Austauschgriissen E,, und E, vom Wandabstand, 
Exzentrizitat beim Ringspalt und Rohrbtindel, 
Ungleichfiirmigkeit der Warmestromdichtever- 
teilung tiber den Umfang, hydraulischer und 
thermischer Einlauf. 

Fur die Verteilung der Impulsaustausch- 
grosse E, werden folgende Annahmen getroffen : 

Das Wandgesetz in der Form [6] : 

G,/V = w,,~~,m,, - tgh W/nJ 

- (l/33 tghj km,,)1 (1) 

mit q, = 7,15 und x = 0,4 gilt fur alle betrach- 
teten Stromungsquerschnitte im wandnahen 
Bereich. 

Das Mittengesetz in der Form [7] : 

&nJ(Vrj,) = (x,13)(0,5 + z’2)(1 - 2+2) (2) 

gilt bei Rohren, parallelen Platten und im 
Abschnitt I, < I < rz bei Ringspalten bis zum 
Schnittpunkt mit dem Wandgesetz Gleichung 
(l), dagegen wird es im Abschnitt r, > r > r1 
bei Ringspalten und Rohrbtindeln zur An- 
passung an der Stelle r = rc mit einem Faktor 
multipliziert (s. Abschnitt 3.4.2.1). 

2.2 Fornreln f?.r den Wiirmeiibergang 

Die in den Abschnitten 2.2.1 und 2.2.2 her- 
geleiteten Beziehungen haben die von Reichardt 
[6] fur das Rohr und fur die parallelen Platten 
bei der thermischen Randbedingung 9, = konst. 
gegebene Darstellung zur Grundlage. Durch 
Einftihren des dimensionslosen Wandabstandes 
y+ werden sie auf beliebige Stromungsquer- 
schnitte erweitert. 

2.2.1 Die Tenrperaturverteilung 
Trennt man bei der Warmetibertragung die 

durch Molekularbewegung einerseits und durch 
turbulenten Austausch andererseits betroffenen 
Anteile, so erhalt man : 

q = q, + q, = %n(l + M4?l) 

Dabei ist : 

q, = -it! 
ay 

q, = _ 1, a9 = _ pCpEh “‘9. 
ay ay (5) 

Aus den Gleichungen (4) und (5) ergibt sich: 

Mit der von Reichardt eingeftihrten “verall- 
gemeinerten” Prandtl-Zahl : 

pr+ = prEh 
s, 

(7) 

und der Warmestromdichte an der Wand 
q, = - Il(a,!J/ay), erhalt man die Beziehung : 

as a9 

-- = (---I ql%v 
ay ay w 1 + Pr+ (E,/V)’ 

(9 

Es erweist sich nun als zweckmhsig, die fol- 
genden dimensionslosen Koordinaten 
einzufiihren : 

(9) 

und 

r 
y+ = i,j (10) 

I’WI 

Hierbei bedeuten r den Radius bei kreis- 
zylindrischen bzw. den Abstand von der Stelle 
&9/ay = 0 bei ebenen Begrenzungswanden und 
1 rw ( den Betrag von r an der warmetauschenden 
Wand (Abb. 1). Die vorzeichenbehaftete Grijsse 

rw nimmt fur die einzelnen Stromungsquer- 
schnitte folgende Werte an : 

d/2 -Rohr 
h/2 -Parallele Platten, symmetrischer 

Warmetibergang 
h -Parallele Platten, asymmetrischer 

Wlrmetibergang 
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(a) 
I 
d 
2 

(b) (cl (d) 
I + Q/f, I+?,& I 
2 ( 12-1, 1 2 (Q-r,) 2 (r,‘-r:,/r, 

Z(l-1,rr, 1 2(l-r,/r,) 2[1-(1,/1,)*1 

u+ (e) 
I 

dh : 21, 
Wr, 4 

PS s 

?r Q. 

-h I- 

(f) 
2 
2h 
2 

PAS 

I 
-h 

h/2 
I : h/2 z+: I 00 h/2 h h/2 0 

I I 0 
y’: I 0 I I l/2 b 

ABB. 1. Zusammenstellung der geometrischen Daten turd der Bezeichnungen fur 
die verschiedenen Striimungsquerschnitte. (a) Rohr (T) (b) Ringspalt, Wiirme- 
austausch am inneren Zylinder (Al) (c) Ringspalt, WBrmeaustausch am iiusseren 
Zylinder (A2) (d) Rohrbiindel (B) (e) Parallele Platten, symmetrischer WLrme- 
austausch (PS) (f) Parallele Platten, asymmetrischer Warmeaustausch (PAS). 

-r1 -Ringspalt, Wtirmeiibergang am 
inneren Zylinder 

12 -Ringspalt, Wtirmeiibergang am 
Busseren Zylinder 

-It -Rohrbiindel. 

Y+ s 4/q, -_ 
1 + Pr+(&,/V) dy+ 

e=1-v 

s 

4klw ---dy+ 
1 + PI+@&) 

YB 

(11) 

Die Integration der Gleichung (8), beginnend an 
der wtirmetauschenden Wand (y’ = y,’ = 1; 

Die Mischungstemperatur 

6 = 0) ergibt unter Beachtung von fly+ = 9 - 9 
y,‘, = 1: 

em = f-f 
‘O_‘W 

(12) 
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1Psst sich mit Hilfe der Geschwindigkeits- 
verteilung cp = u/u, und der mittleren 
Geschwindigkeit (P,,, = u,/u, berechnen zu 

1 

0, = __ 
2 

s %(I - Y12) yet 
qey+ dy+ 

bei kreiszylindrischen Wanden und zu 

0 
0 

bei ebenen Wanden. 

2.2.2 Die Wkmeiibergangskennzahl Nu 
Fur die Nusselt-Zahl 

(13) 

(14) 

(15) 

erhalt man unter Beachtung von y = rw f I und 

(16) 

die Gleichung 

0, s -____!~~~____ dy + 

1 + Pr+(.s,/v) 
YB 

Bei laminarer Striimung entfallt in den voraus- 
gegangenen Gleichungen der Ausdruck 
Pr +(E,/v). 

2.2.3 Die wandnormale Wtirmeflussdichte- 
verteilung 

Aus einer Betrachtung iiber die Wkmebilanz 
folgt, dass der durch eine wandparallele Schicht 
der Lange d?c hindurchtretende thermische 
Fluss gleich der Enthalpieanderung des Massen- 
stromes zwischen dieser Schicht und der Stelle 
asjay = ok. 

Die Bestimmungsgleichung fur q lautet bei 
kreiszylindrischen W&den : 

Yet 

2rcy+qd?c = pc, 
s 

2ny+u;drdy+. 

B+ 

Fur die Warmeflussdichte q,,, an der Wand ist y+ 
durch y,’ = 1 zu ersetzen, was nach Einfiihrung 
von cp = u/u, folgende Gleichung fur die dimen- 
sionsbefreite wandnormale Warmestromdichte- 
verteilung liefert : 

V+ 

s q;-y+ dy+ 

q _ Yet 

CL 
1 (18) 

Y+ cp ;I y + dy+ 

Der axiale Temperaturgradient &9/8x wird im 
folgenden Abschnitt berechnet, die endgiiltigen 
Gleichungen zur Berechnung von q/q, sind 
daran anschliessend aufgeftihrt (Gleichung 39 
bzw. 40). 

2.2.4 Der Parameter der Wiirnrejlussverteilung 
Aus Gleichung (17) ist zu ersehen, dass die 

Kennzahl der Warmetibertragung niu fur einen 
speziellen Fall der Konfiguration, Re- und 
Pr+-Zahl (bei laminarer Striimung entfallt der 
Einfluss von Pr und Re) nur dann in Striimungs- 
richtung konstant ist, wenn die dimensionslose 
Temperaturverteilung B(y+) x-unabhangig ist, 
oder mit anderen Worten, wenn die Temperatur- 
profile 9 in Striimungsrichtung ahnlich sind. In 
der folgenden Betrachtung wird gezeigt, unter 
welchen Voraussetzungen diese Bedingung 
erftillt ist. Zur Veranschaulichung werden dabei 
die Vorgange langs eines Warmeaustauschers 
herangezogen. 

In den Abb. 2a-f sind die Temperaturen 9, 
an der Wand sowie 9,, und 9,, der beiden 
warmeaustauschenden Medien fur verschiedene 
Verhaltnisse der Wasserwerte und der 
Striimungsrichtung iiber der Laufliinge x/l 
aufgetragen. Die zugehijrigen Kurven (Ox), = 
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f(x/l, y’) zeigen fiir den Stromungsquerschnitt 
1 des Warmeaustauschers eine ortsabhangige, 
dimensionslose Temperaturverteilung, die wie 
folgt definiert ist : 

(Der zusltzliche Index a kennzeichnet die 
Stelle x = x, = 0.) Bei Kongruenz der Tem- 
peraturprofile 19(y+) = (9 - 9,)/(9, - 9,) gilt 
unter Beachtung des &nn vorliegenden 
Zusammenhangs 6(y+) = &.(x/l = 0, y’): 

e, T,Y+ ( > = ce + e,, 

mit 

und 

(21) 

Ftihrt man weiterhin 

ein, so erh5lt man aus den Gleichungen (20) und 
(21) fury+ = y,+: 

.x 

c T 0 = e,, - exw 

und damit wird 

8, T-Y+ ( > = (e,, - e,,) e + exw (25) 

Zur Berechnung der wandnormalen Wkme- 
stromdichteverteilung q/q,,, ist nach Gleichung 
(18) die Kenntnis des Temperaturgradienten in 
Striimungsrichtung a/J/& notwendig. In der 
dimensionslosen form Iasst sich diese G&se 
aus Gleichung (25) berechnen : 

F” = 1 + (l/F, - 1)/e, (31) 

F,= 
1 

1 + (l/F, - 1) e; 
(32) 

Der Parameter F, lllsst sich durch Differentia- 
tion der Gleichung (16) mit c1= konst. berechnen. 

. (26) 

Aus Gleichung (17) folgt, dass die Nusselt-Zahl 
Nu nur dann unabhslngig von x ist, wenn such 
q/q, x-unabhsingig ist. Da bei der Berechnung 
des Quotienten q/q,,, nach Einsetzen von 
Gleichung (26) in Gleichung (18) der Faktor 
d&&l(x/l) herausfdlt, ist die vorgenannte 
Bedingung erftillt fur : 

de d9, 
--c = ds- = konst. 
deco ’ 0 

(27) 

Fiir den Differentialquotienten d9,,,/dS, und 
den mit ihm zusammenhangenden Ausdruck 
d9,Jd19, werden folgende Abkiirzungen einge- 
fiihrt : 

F, = 2 = konst. 
‘0 

und 

F, = 2 = konst. 
‘m 

(29) 

Die Grossen F, und F, sind tiber die mittlere 
Temperatur 8, rniteinander verbunden : Unter 
Beachtung der Gleichungen (28) und (29) folgt 
aus Gleichung (12) : 

e = FolFm - FO 
m 1 - F, 

(30) 

und durch Umformung : 

1 
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Nach Einftihrung der Stanton-Zahl 

(33) 

erhalt man 

+ d qdd ; 
F, = 1 + & 0 h 

4w . 
(34) 

Da gem& Gleichung (29) such die Griisse F, 
konstant ist, folgt aus Gleichung (34) das 
wichtige Ergebnis, dass von der Lauflange x 
unabhangige Nusselt-Zahlen nur bei denjenigen 
Wkmestromdichteverteilungen zu erwarten 
sind, fur die 

___----- = konst. = nl 

4w 

gilt. Die Integration dieser Gleichung 
Grenzen 0. . . x/d,, und q,,,,, . . . q, ergibt : 

qw = &xi&) 
4 w(I 

Bei der Herleitung der vorstehenden 

(35) 

in den 

(36) 

Bezie- 
hungen wurde keine Voraussetzung tiber die 
Stromungsform gemacht, sie gelten also sowohl 
fur laminare als such fur turbulente Stromung. 

Die Integration der Gleichung F, = 1 + 
mU+/(4St) ergibt unter Beachtung der Glei- 
chungen (16), (29), (30), (33) und (36) den zuge- 
hiirigen Temperaturverlauf der Wand : 

= 1 + ;;;4GC (1 - emxldh) 8,. 
( ) 

(37) 

Bei Warmeaustauschern liegt die nach Gleichung 
(36) geforderte exponentielle Wtirmeflussver- 
teilung stets vor. Die Hilfsgrijsse F,, fur den 
Strijmungsquerschnitt 1 lkst sich aus folgender 
Gleichung berechnen (fur den Striimungsquer- 

schnitt 2, d.h. fur F,z, sind die Indices 1 und 2 
zu vertauschen) : 

(Plus-Zeichen bei Gleich-, Minus-Zeichen bei 
Gegenstrom.) Die in dieser Gleichung sowie in 
(31) enthaltenen Grossen k, = q,,/($,,, - !Jml), 
a, = q,,/(9,, - !J,,,J und 8, hangen von dem 
gesuchten Wert F, ab, dieser muss daher durch 
Iteration bestimmt werden. 

Die beiden thermischen Randbedingungen 
“konstanter Warmefluss” und “konstante 
Wandtemperatur” sind Sonderfallle der ex- 
ponentiellen Warmeflussverteilung : F, = F, = 
1 fur q, = konst. und F, = F, = 0 fur 
i3;, = konst. 

Die endgtiltige Form der Gleichungen fiir 
den wandnormalen Warmestromdichteverlauf 
lauten : 

(a) Kreiszylindrische W%nde 

q 
‘j cp[Fo + (1 - F,) 01 Y+ dy+ 

-- = _-‘p~__-------~~---------_~~~ (39) 
qu’ 

Y+ J v[Fo + (1 - Fo) 01 Y+ dy+ 

(b) Ebene Wande 

q ‘[ cp[J’o + (1 - J’o) 01 dy+ 

qw 
1 (40) 

s, dFo + (1 - Fo) 4 dy+ 

Aus diesen beiden Gleichungen ist die wichtige 
Tatsache zu ersehen, dass nicht allein der Verlauf 
der Warmeflussdichte q, langs der Wand, 
sondern zusatzlich die Art und Weise, in der 
sich die lokalen axialen Temperaturgradienten 
in der Fltissigkeit einstellen, den Wlrmetiber- 
gangskoefizienten mitbestimmen. 

In den speziellen Fallen 9, = konst. (F, = 0) 
bzw. q,,, = konst. (F, = 1) vereinfachen sich 
die Ausdriicke in den eckigen Klammern zu 0 
bzw. 1. Daraus geht hervor, dass der wand- 
normale Warmestromdichteverlauf q/qw bei 
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konstantem Warmefluss l&rings der Wand un- 
abhangig vom Temperaturfeld 8 und damit 
such bei turbulenter Striimung unabhangig von 
der Prandtl-Zahl ist. Die Berechnung des 
Temperaturverlaufs l&t sich dadurch ohne 
Iteration durchftihren. Der Einfluss der Prandtl- 
Zahl auf das Temperaturfeld und damit auf die 
Nusselt-Zahl bleibt jedoch such in diesem Fall 
erhalten, wie aus den Gleichungen (11) und (17) 
hervorgeht. 

In den vorausgegangenen Berechnungen wur- 
den die Bedingungen fur x-unabhangige Nusselt- 
Zahlen mit Hilfe desjenigen Verfahrens 
hergeleitet, das im Hinblick auf eine numerische 
Anwendung zu vorteilhaften Gleichungen ftihrt. 
Zu den gleichen Ergebnissen gelangt man 
jedoch such unter Beschrankung auf die Energie- 
gleichung. 

Bei laminarer Strijmung als Beispiel erhalt 
man folgende Differentialgleichung fur die Tem- 
peratur 8: 

d% 1 de 4 

dy+2 + y+dy+ - @Jr,) u+ 
de 

’ dy+ i > 

CP F, + (1 - F,) e 
-- - 

o 

w~nrFo+(l-Fo)C . 
(41) 

Fiir ebene Wande entfdlt das Glied (de/dy+)/ 
y+. Die Randbedingungen lauten : 0(y+ = yz) = 
0 und 8(y+ = y,‘) = 1, der Ausdruck (cp/cp,)/ 
(U’d,Jr,) ist beim Rohr durch 4(1 - Y+~), bei 
parallelen Platten und symmetrischem W;irme- 
austausch durch 1,5(1 - Y+~) und bei asym- 
metrischem Warmeaustausch durch 6y+( 1 - 
y’) zu ersetzen. 

Eine anschauliche Deutung des Parameters 
F,, einschliesslich dessen Einfluss auf den 
Warmetibergang, kann auf folgende Weise 
gegeben werden : In Abb. 2 sind die verschiedenen 
charakteristischen Werte bzw. Bereiche von F, 
und deren Realisation in Warmeaustauschern 
dargestellt. Den folgenden Betrachtungen sei 
die Stromung zwischen zwei parallelen Platten 
zugrundegelegt, urn die in diesem Zusammen- 
hang unwichtigen Einfltisse veranderlicher 
Schichtoberflache, durch die die Wlrme fliesst, 

auszuschalten. Die Reihenfolge in Abb. 2 ist so 
gewahlt, dass F, fur den Strijmungsquerschnitt 
1, beginnend von negativen Werten in Abb. 2a, 
ansteigt. Die weiteren Oberlegungen zeigen 
nun, dass such die auf die Temperaturdifferenz 
(9, - &,) bezogene Nusselt-Zahl Nu, in diesem 
Sinne zunimmt. Betrachtet man z.B. Abb. 2a, 
so ist darin zu ersehen, dass es im Striimungs- 
querschnitt 1 wandnahe Schichten gibt, die der 
konvektiven Wglrmetibertragung entgegen- 
wirken. Fur sie nimmt bis zum Wandabstand y,, 
der durch &9/slax = 0 definiert ist, der Quotient 
q/(d!J/&) negative Werte an. Dies bedeutet 
aber, dass sich diese Schichten trotz Wgirme- 
abgabe der Wand (q,,, > 0) in Stromungsrichtung 
abktihlen und die damit verbundene Enthalpie- 
abnahme zu einem zusatzlichen Warmetrans- 
port in das Gebiet y > y, ftihrt. Die wand- 
normale Wirmestromdichte q/q,, fur die an 
ebenen Wginden infolge cp = 0 stets such 
[d(q/qJdy’), = Ogilt,nimmt dadurchzunlchst 
Werte grosser eins an, durchlauft mit zuneh- 
mendem Wandabstand y einen Wendepunkt und 
erreicht an der Stelle y, (bzw. y,‘) ihren Maximal- 
wert, von dem aus sie bei y, defnitionsgembs 
auf null absinkt. 

Mit ansteigenden Werten F, verringert sich 
der Bereich mit q/(A!J/dx) < 0, und fi,ir positive 
Werte des Parameters F, gilt im gesamten 
Stromungsquerschnitt q/(&9/8x) 2 0. Die wand- 
nahen Striimungsschichten beteiligen sich in 
zunehmendem Masse am konvektiven Ab- 
transport der Warme, wodurch der wand- 
normale Warmefluss rascher abklingt. Die Folge 
davon ist eine Verbesserung der Warmetiber- 
tragung, ausgedriickt durch die Erhiihung der 
Nusselt-Zahl Nu,. Formal drtickt sich dies, 
Tatsache darin aus, dass der Flacheninhalt unter 
der q/q,,,-Kurve, der ja gem&s Gleichung (17) 
ein Mass fur die Nusselt-Zahl ist, abnimmt (bei 
laminarer Stromung besteht reziproke Propor- 
tionalitat). Mit steigender Prandtl-Zahl geht 
der Einfluss von F, auf Nu, zurtick, da der 
W%-metibergang in zunehmendem Mass von 
den Vorg%ngen in unmittelbarer Wandnlhe 
bestimmt wird. 



ALIB. 2. Temperaturverteihmgen 3, = f,(x/l), 9, = f2(x/1) und (Ox), = f,(y+, x/l) fti verschiedene Bereiche bzw. Werte 
des Parameters der Wkmeflussverteilung F, im Strdmungsquerschnitt 1 eines WBrmeaustauschers. 

Uber die Grenzwerte der Nusselt-Zahl Nu, 
fur F, + f cc lassen sich qualitative Aussagen 
machen, ohne auf den detailherten Rechnungs- 
gang oder auf numerische Ergebnisse zuriick- 
greifen zu mussen. Die der Beziehung (31) bzw. 
(32) entsprechenden Kurven F, = f,(F,, 0, = 
konst.) weisen zwei Scharen von Asymptoten 
auf: F, = l/(1 - 0,) und F, = - e,,J(l - 6,). 
Die einem behebigen Fall I eines Warme- 
austauschvorgangs-Z gekennzeichnet durch 
den Striimungsquerschnitt, durch die thermische 
Randbedingung (z.B. PSPAS, AlLA2) und bei 
turbulenter Striimung zusatzlich durch die 
Prandtl- und die Reynolds-Zahl&eindeutig 
zugeordneten Kurven F, = f,(F,, I) schneiden 
fur abnehmende Werte F, die Kurven F, = 
f,(F,, 0, = konst.) mit ebenfalls abnehmenden 
Werten 8,. 

Mit Annaherung an F, + + 00 geht F, 
asymptotisch gegen den Grenzwert Fk = l/ 
(1 - 0;). Dies hat zur Folge, dass dort 8, 
und Nu, Maximalwerte annehmen: 0; = 

em-,, und A%,_,,. Bei abnehmenden Werten 
F, strebt die Mischungstemperatur 9, mit 
zunehmender Annaherung an die Asymptote 
F,f = - e,‘/(l - 0,‘) infolge von F, + - CC 
einem konstanten Wert zu. Daraus geht hervor, 
dass der Warmetibergang und damit such der 
Temperaturgradient an der Wand verschwinden. 
Das dafiir berechenbare Temperaturprofil stellt 
die sich asymptotisch ergebende Temperatur- 
verteilung fur den hlutig auftretenden Fall dar, 
dass nach Beendigung eines beliebig gestalteten 
Warmeaustauschs die anschliessenden Wginde 
warmeisoliert sind [der Wert 8 = Fi/(Fi - 1) 
an der Stelle %/ax = 0 ist identisch mit Ed]. 
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Mit noch hiiheren negativen Werten des 
Parameters F,, d.h. ftir F, < -t?,,,/(l - e,,,), 
ist eine Umkehr des Temperaturgradienten an 
der Wand verbunden: dtJ/dy+ < 0. Das Tem- 
peraturprolil8 nimmt mit zunehmendem Wand- 
abstand zunlchst negative Werte an, durchlauft 
an der Stelle, die hier mit y+ = y,’ bezeichnet 
werden ~011, ein Minimum, urn anschliessend 
S-fiirmig bis zum Wet-t 8, = 1 anzusteigen. 
Temperaturprofile dieser Art, gekennzeichnet 
durch zwei horizontale Tangenten, sind nur 
vorstellbar, falls die Temperaturdifferenzen 
zwischen zwei beliebigen Wandabstanden in 
Striimungsrichtung abnehmen (im Gebiet yl . . . 
y,‘, tiber dessen Grenzen hinweg kein Wkme- 
austausch stattlindet, kann es sich nur urn 
einen Temperaturausgleich handeln). Dieser 
Umstand schliesst fur den Grenzwert Fi = 
l/(1 - @A) die Bedingung d&,/dx = 0 in Ver- 
bindung mit einem endlichen Wert der Nusselt- 
Zahl Nu, aus. Im Gegensatz zu dem Fall F, + 
+ co ist hier F, = d9,,,/d9, + - cc nicht durch 
d9,Jdx = 0, d.h. 9, = konst., sondern durch 
d8Jdx + - 00 charakterisiert. Mit F, > 0 folgt 
dS,,,/dx + - 00, was demnach such zu Nu, + 
- cc ftihrt : Das Temperaturprolil hat also die 
Form 8(y+) = 0: = e~_min < 0, fly:) = 0, 
8(yi) = 1. Wegen Ommmin < 0, gekoppelt mit 
einem negativen Wert von F,, gibt es stets 
einen speziellen Fall mit 0, = 0. Die Realisation 
von Wgrmetibertragungen mit F, 6 - &,/( 1 - 
0,) setzt eine vorhergehende Richtungsumkehr 
des Warmeflusses voraus: Ubergang von 
Heizung zu Ktihlung oder umgekehrt. 

2.3 Die therm&he Einlaufltinge 

Werden die Temperaturverteilungen 9,, 9, 
und &, in den Bereich des thermischen Einlaufs 
x < x, unter formaler Anwendung der bei 
beendetem therm&hen Einlauf geltenden 
Gesetzmslssigkeiten extrapoliert, so ergeben sich 
z.B fiir den in Abb. 3 gezeichneten Fall wand- 
ferne Zonen mit Temperaturen, die niedriger 
als die iiber den Striimungsquerschnitt aus- 
geglichene Zustromtemperatur 9(x, y) = 9, = 

I 
4 

AEB. 3. Schema zur Herleitung des unteren Grenzwertes x, 
der thermischen Einlaufliinge. 

Temperaturprofils in dieser Art, gekennzeichnet 
durch (so - S,)/(S, - 9,) < 0 bzw. durch 
q/(%+?y) > 0 schliesst der zweite Hauptsatz 
der WPrmelehre aus. In Wirklichkeit erhalt 
man fur 9, einen Verlauf, wie er durch die 
gestrichelte Linie schematisch angedeutet ist. 
Die Stelle x, am Schnittpunkt der Temperatur- 
kurven 9, und 9, gibt also den Ort an, strom- 
auf dessen der thermische Einlauf auf keinen 
Fall abgeschlossen sein kann. 

Mit den in Abb. 3 eingetragenen Bezeich- 
nungen ergeben sich fur d9,,,/d$,, = F, folgende 
Beziehungen : 

A.Ll~, (l/&l- 1we 
J d9, = F, j d9, (42) 

(I 0 
und 

m. (43) 

Der Quotient A9JA19, ist identisch mit der 
Flussverteilung q,,,/qw. = exp (mx,/d,). Damit 
lbst sich die G&se x,/d,, berechnen zu : 

X, In [i/e, - we, - 1) F,i 
d,= 4(1 - F,)St 

u+. (44) 

Der Vorteil der hier beschriebenen Herleitung 
gegeniiber dem exakten Verfahren zur Berech- 

konst. sind. Einen A&au des wandnormalen nung der thermischen Einlauflange liegt darin, 
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dass die Vorgange innerhalb des thermischen 
Einlaufs nicht verfolgt zu werden brauchen. Die 
in verwickelter Weise vorliegende Abhangigkeit 
der Einlauflange vom Striimungsquerschnitt, 
vom Parameter der Warmeflussverteilung bei 
laminarer sowie zusatzlich von der Prandtl- 
und Reynolds-Zahl bei turbulenter Striimung 
ist in der Mischungstemperatur 8, und der 
Stanton-Zahl zusammengedrangt. Die in Abb. 3 
dargestellten Verhahnisse bleiben such im allge- 
meinen Fall x-abhangiger Quotienten d9,,,/d9, 
gtiltig. Die Folgerung, dass der thermische 
Einlauf stromauf der Stelle X, nicht 
abgeschlossen sein kann, gilt streng ; iiber den 
Grad der Abweichung des Temperaturprofils 
bzw. der Nusselt-Zahl an der Stelle X, von den 
asymptotisch erreichbaren Endwerten lasst sich 
jedoch keine Aussage machen. Letzteres ist 
wiederum abhangig von den oben erwahnten 
Einflussgrossen (Striimungsquerschnitt, F,, Pr, 
Re) und kann nur durch Vergleich mit Ergeb- 
nissen von den Einlauf genau beschreibenden 
Berechnungen bzw. von Versuchen ermittelt 
werden. 

Als Anwendungsbeispiel sei die dimen- 
sionslose Grijsse x,/d fur die laminare Rohr- 
striimung bei konstanter Wandtemperatur 
berechnet. Nach Einsetzen der Werte 8, = 
0,554 und Nu = 3,655 in Gleichung (44) erhah 
man x,/d = 0,404 Pe. An dieser Stelle ist nach 
Grigull und Tratz [12] die Nusselt-Zahl noch 
urn 3 Prozent hijher als nach beendetem 
thermischen Einlauf. 

3. SPEZIELLE STRC)MUNGSQUERSCHNITTE 

In den anschliessenden Abschnitten 
werden fur die verschiedenen Stromungsquer- 
schnitte auszugsweise Ergebnisse der numeri- 
schen Berechnung wiedergegeben. Den 
Ergebnissen fur die turbulente Striimung sind 
dabei die hydrodynamischen Beziehungen vor- 
angestellt, die der Losung der Warmetiber- 
gangsgleichungen zugrundeliegen. Fur den 
Ringspalt und das Rohrbtindel werden die 
Gleichungen zur expliziten Berechnung des 

Warmetibergangs bei laminarer Stromung ange- 
gegeben. 

Was die Interpretation der numerischen 
Ergebnisse anbelangt, so emphehlt es sich, die 
physikalischen Zusammenhange zwischen Strii- 
mungsquerschnitt, thermischer Randbedingung, 
Striimungsform und dem daraus folgenden 
Einfluss auf die Warmetibertragung an dieser 
Stelle zusammenfassend zu skizzieren. Diese 
‘Ubersicht wird einheitlich fur den allgemeinen 
Fall des Ringspalts gegeben, in dem das Rohr, 
die parallelen Platten und das Rohrbtindel 
[letzteres im Rahmen der vereinbarten Nahe- 
rung r(7 = 0) % r,] als Sonderfalle mit enthalten 
sind. 

Vereinfachend lbst sich folgendes umkehr- 
bare Schema aufstellen: Eine Abnahme des 
Flacheninhalts unter dem z/z,-Verlauf im 
Bereich y,’ . . y,’ ftihrt zu einer Zunahme der 
Viilligkejt des jnnerhalb dieser Grenzen befind- 
hchen Anteils der Geschwjndigkeitsverteilung 
cp. Die damn verbundene Abnahme des Flachen- 
inhalts unter dem q/q,-Verlauf im Bereich 
y,+ . .y,’ .’ fuhrt zu ejner Zunahme der Viilligkeit 
des dazugehorigen 8-Profils. Ejne Zunahme 
der Volhgkeit des cp-Verlaufs schliesst eine 
Erhijhung sowohl der mjttleren Geschwindig- 
ken (P,,, als such des Gradienten (dq/dy), und 
damit des Reibungskoeffizienten [ ein. In der 
gleichen Weise wirkt sich die Zunahme der 
Viilligkeit des B-Profils auf eine Erhiihung von 
13,, (d0/dy), und von Nu aus. Der Einfluss des 
Parameters F,*iner Zunahme entspricht eine 
Verminderung des Flacheninhalts unter dem 
q/q,-Verlauf (und umgekehrt), verbunden mit 
den zuvor beschriebenen Konsequenzen ~~ ist 
urn so grosser, je weniger der Warmeaustausch 
von den wandnahen Vorglngen beherrscht 
wird: bei laminarar Striimung also im Fall Al 
mit steigendem, jm Fall A2 mit abnehmendem 
Wert des Radienverhaltnisses rI/r2 und bei 
turbulenter Striimung zusatzlich mit abneh- 
mender Prandtl- und abnehmender Reynolds- 
Zahl. 

Von allen jn dieser Arbeit betrachteten 
Stromungsquerschnjtten ist nach dem voraus- 
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gehenden der Einfluss von F, beim Rohr (als 
Grenzfall des Ringspalts mit r1/r2 = 0 und 
q, = q,J am hochsten. Diese Tatsache ist 
am deutlichsten in Abb. 16 zu ersehen. 

Bei laminarer Stromung besteht unter den 
in Abschnitt 2.1 getroffenen Voraussetzungen 
Ahnlichkeit sowohl der Geschwindigkeits- als 
such der Temperaturprofile fur alle Prandtl- 
und alle Reynolds-Zahlen. Fiir Kanalstromun- 
gen mit linearem Druckabfall bleibt nach Ab- 
schnitt 2.2.4 diese;ihnlichkeit bei exponentiellen 
Wglrmeflussverteilungen larrgs der Wand er- 
halten. Der Warmetibergang wird also allein 
von der Querschnittsform des Kanals, von der 
thermischen Randbedingung (z.B. AlLA2, 
PS--PAS) und von der Grijsse des Parameters 
der Warmeflussverteilung F, bestimmt. 

Im Vergleich zur laminaren Striimung werden 
bei der turbulenten Strijmung das Geschwindig- 
keitsprofil cp(y’) zusatzlich von der Reynolds- 
Zahl und die Temperaturverteilung 8(y+) zusatz- 
lich von der Reynolds- und von der Prandtl-Zahl 
beeinflusst. Bei der Wiedergabe der numerischen 
Ergebnisse in Tabellen und Diagrammen 
erscheinen diese beiden Grossen, Re und Pr+, 
entweder als unabhangige Veranderliche oder 
als Parameter. Durch eine sinnvolle Wahl der 
Veranderlichen lasst sich der Einfluss der 
Reynolds-Zahl fur gewisse Zusammenhange 
weitgehend eliminieren. Solche Falle liegen 
z.B. vor bei der Darstellung der Geschwindig- 
keitsverteilung in der Form u/u+ = f(q) und 
der Temperaturverteilung in der Form 
(9, - 9)/9+ = f(q, Pr). Die Reynolds-Zahl ist 
hierbei implizit tiber die Schubspannungsge- 
schwindigkeit u’ = ,/(r,Jp) in dem dimensions- 
losen Wandabstand q = yu+/vdieser hat selbst 
die Form einer Reynolds-Zahl-sowie in der 
Schubspannungstemperatur 9+ = q,,,j(pc,u+) 
enthalten. 

Ftir den Bereich kleiner Prandtl-Zahlen zeigt 
es sich, dass die Einfliisse der Reynolds- und 
der Prandtl-Zahl auf die Wglrmetibertragung 
ungefahr gleich gross sind und die Nusselt-Zahl 
nur noch vom Produkt dieser beiden Grossen, 
Pe = RePr, abhangt : Nu = f(Pe). Zur Dar- 

stellung der Nusselt-Zahlen fiir mittlere und 
grosse Prandtl-Zahlen wird in der vorliegenden 
Arbeit folgender Zusammenhang herangezogen : 

Diese Formel, ebenso wie das damit zusammen- 
hangende logarithmische Temperaturgesetz, 
gelten grundsatzlich fur alle diejenigen Falle 
von Warmetibertragung, in denen einerseits das 
Geschwindigkeitsmaximum und das Tempera- 
turoptimum an dieselbe Stelle fallen und ande- 
rerseits die q/q,- und die a,&-Verteilungen sich 
nicht allzusehr von dem der Herleitung 
zugrundegelegten Fall des Rohres unterscheiden, 
oder die Abweichungen davon sich in etwa 
kompensieren. In der Gleichung (45) schliesst 
der Reibungskoefhzient [ implizit ausser der 
Reynolds-Zahl such noch den Einfluss geo- 
metrischer Parameter, wie z.B. das Schritt- 
verhaltnis p/d beim Rohrbtindel, mit ein (s. 
Abschnitt 3.5.2.3.). 

3.1 Das Rohr 

3.1.1 Lanrinare Striinrung 
In Abb. 4 sind die Temperaturverteilungen 

@y/r,) fur verschiedene Werte F,, dargestellt. Das 
dabei zusatzlich eingezeichnete Temperatur- 
profil 0 = 1 - 1,8y+’ + 0,8~+~ entspricht der 
aus einem Potenzreihenansatz gewonnenen 
Naherungslosung. Die Kurve XJ/ax = 0 
gibt im Schnittpunkt mit den Kurven 
8(F, = konst. < 0) den aus der Beziehung 
@y,‘) = F,/(F, - 1) folgenden Wandabstand 
ynjrw = 1 - y.’ mit unveranderlicher Tempera- 
tur in Strijmungsrichtung an. Derselbe Zusam- 
menhang y:(F,) ergibt sich in Abb. 5 aus dem 
geometrischen Ort der Maxima der Kurven 

(I - y/r,) q/q, 
Der Einfluss des Parameters F, auf die 

Mischungstemperatur 0, und auf die Nusselt- 
Zahl Nu geht aus den Abb. 15 und 16 hervor 
(rl/r2 = 0, qw2). In Abb. 16 ist dabei insbe- 
sondere das bereits am Ende des Abschnitts 
2.2.4 begriindete Verhalten zu erkennen : 
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ABB. 4. Temperaturverlauf 0 = f(y,r,, F,) bei der laminaren Rohrstrlimung. 

Nu-r-a, t),=O fiir F,=F,,-Nu=O, 
8, = 8,, > 0 fiir F, = F,, - Nu = Nu,,,, 
em = em_max fiir F, + + co. Die Griissen F,,, 
F Ob, emb und Nu,,, nehmen dabei fi.ir jeden 
speziellen Fall I charakteristische Werte an. 

3.1.2 Turbulente Strdmung 
3.1.2.1 Formeln ftir striimungsnlechanische 

Griissen. 
(a) Fti die Geschwindigkeitsverteilung im Rohr 
und zwischen parallelen Platten hat Reichardt 
[7] die fiir den Gesamtquerschnitt giiltige 
Gleichung 

u 
-T = iln 

[ 

MI + Y’) 
(1 + xv)- 

U 1 + 2y+2 1 

+ cl _ e.‘l/‘ln _ (46) 

aufgestellt. Dabci ist die Schubspannungsge- 
schwindigkeit u+ und der dimensionslose Wand- 
abstand r] in der iiblichen Weise definiert: 
u+ = J(r,,,/p) und q = u+y/v. Fiir die Kon- 
stanten werden folgende Werte empfohlen : 
31 = 0,4 - q. = 11 - b, = 0,33 - c1 = 7,8. 

Der Schnittpunkt der beiden Kurven (1) und 
(2) l&St sich in recht guter Ngherung fiber den 
gesamten bier betrachteten Re-Bereich durch 
die Beziehung us r 2,75 r$*48 E 0,81 Re0,43 
angeben. 

(b) Fi.ir den Widerstandskoeffizienten [ beim 
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ABB. 5. Wandnormaler Wiirmestromdichteverlauf q/q* = fi(y/r,, F,) bzw. 
(1 - y/rw)q/qw = f2(y/rw, F,) bei der laminaren Rohrstriimung. 

glatten Rohr wird die von Prandtl aufgestellte 
Beziehung i/(,/c) = 2 log (Re,/S) - 0,s den 
WIrmeiibergangsberechnungen zugrundege- 
legt, w&rend fiir die angentierte Wiedergabe 
der numerischen Ergebnisse in Form expliziter 
Gleichungen der Colebrook-Formel der Vorzug 
gegeben wird : 

1,8 log @e/7) (47) 

3.1.2.2 Ergebnisse ftir den Whneiibergang 
(a) Die Temperaturverteilung. 

Die Abhtigigkeit des Temperaturverlaufs 
(&J&,)(Q, - 9)/9 + vom Wandabstand q ist in 
Abb. 6 dargestellt (die Werte der linken Ordi- 
natenskala sind mit den Nennern der am 
rechten Ende der Kurven vermerkten Mass- 
stlbe zu multiplizieren). Die strichpunktiert 
gezeichneten Geraden mit nur unwesentlich 
voneinander abweichenden Steigungen (er- 
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scheint durch die unterschiedlichen Masstabe 
verzerrt) zeigen die Abweichungen des logarith- 
mischen Temperaturgesetzes 

&h 9, - 9 

E, 9+ 
- = alnij + c(Pr+) (48) 

von dem mit Hilfe des genauen Verfahrens 
ermittelten Verlauf. Als untere Grenze fur die 
Giiltigkeit dieser Naherung ergibt sich v,,,~,, = 25. 

Die Grijsse c(Pr’) ist iiber Pr+ aufgetragen 
(Ordinatenskala rechts) und zusammen mit a 
zusatzlich in der in Abb. 6 enthaltenen Tabelle 
fur verschiedene Werte von Pr+ angegeben. 
Mit Ausnahme mittlerer Prandtl-Zahlen ist 
der Einfluss der Reynolds-Zahl auf c(Pr’) 
unbedeutend. Fur Pr+ = 10.. . 1000 last sich 
c(Pr’) mit guter Genauigkeit durch folgende 
Gleichung annahern: c(Pr’) = 9,5 Pr+“,79. 

Fiir den Vergleich der Temperaturverteilun- 
gen mit experimentell gewonnenen Ergebnissen 

ist nun die Kenntnis des Quotienten a,,/~,,, 
notwendig. Dartiber geben die Versuche von 
Johnk et al. [ 131 Aufschluss, die an einem von 
Luft durchstriimten und mit konstantem 
Warmefluss beheizten Rohr vorgenommen 
wurden. Fur den mittleren Teil des Striimungs- 
querschnitts ergaben sich folgende Werte fur 
den Quotienten ~,,/a,,,: 1,23 (Re = 18000) - 1,30 
(Re = 35000) - 1,24 (Re = 71000). Fiir 
Ri = 3. lo4 erhalt man also unter Bertick- 
sichtigung von a = 3,17 - cfPr+) = 0,207 - 

ah/&n = 1,30 die Gleichung (9, - 9):,9+ = 2,44 
In q + 2,15, die in guter ijbereinstimmung mit 
den von Johnk et al. einerseits und von Deissler 
et al. [14] andererseits an Luft gemessenen 
Temperaturverteilungen ist (die maximalen Ab- 
weichungen betragen weniger als 5 Prozent). 

In Tabelle I sind fur die verschiedenen bier 
behandelten Strijmungsquerschnitte -formal 
such angewandt auf die Falle Al und PAS, 

Ann. 6. Temperaturverlauf (E,,/E,,,) (9, - 8)/S+ = f(q, Pr’) bei turbulenter Rohrstrijmung fiir 
q, = konst. und Re = 3.104. 



DER WARMEOBERGANG IN GLATTEN ROHREN 1661 

Tabelle 1. Koefizienten a und c(Pr’) des bei turbulenter Striimungfiir q > 25 niiherungsweise giiltigen Temperaturgesetzes 
(E&,,,) (3, - 9)/S+ = a In 11 + c(Pr’), angewandt auf die verschiedenenStriimunsquerschnitte bei a, = konst. : a.,(Pr+, Re,) 

unh c,,(Rr+,‘Rerj, a,(Pr+) und c,(Pr+), a als Bestwertfiirc(Pr+) # f(Re,)-“ 

Pr+ Re, 

LO lo4 

10s 

1V 

104- 
lo6 

10 
lo4 

10s 

lo6 

104- 
lo6 

100 
lo4 

10s 

104- 
3.10s 

1000 
lo4 

10s 

104- 
3.10s 

l-1000 
1 

10 3 lo4 
100 

1000 

rJr2 p/d 
T PS PAS ~~~~~~~~~~~_~________-.______________~~~ 

0,7 0,4 0,2 0,l 1,25 160 1,95 

3,41 3,18 500 4,76 3,82 264 1,60 2,80 2,46 2,19 
1,87 2,41 -5,49 -4,69 -0,95 3,47 6,89 3,68 4,17 5,53 

3,05 2,96 3,79 3,59 3,14 244 1,73 2,71 2,50 2,36 
2,97 3,21 -0,82 0,29 2,20 5,29 844 4,27 5,05 5,59 

2,83 2,79 3,16 3,08 2,81 2,42 2,00 2,63 2,50 2,41 
3,78 3,94 1,90 2,57 3,78 560 7,66 4,66 5,21 5,53 

2,87 2,83 3,29 3,18 2,88 2,46 2,05 2,66 2,52 2,43 
3,82 3,88 1,69 2,34 3,62 5,29 6,62 4,54 4,99 5,26 

3,59 3,36 5,31 4,99 3,98 2,72 1,65 2,93 2,56 2,28 
54,9 54.9 46,0 41,5 51,2 55,3 575 56,2 57,2 57,6 

3,13 3,03 3,98 3,75 3,23 2,48 1,73 2,15 2,53 2,37 
55,8 56.1 50,4 52,5 54,7 58,l 61,2 51,2 58,O 58.5 

2,88 2,84 3,33 3,21 2,88 2,43 1,91 2,64 2,50 240 
56,4 56,6 52,8 54,8 56,O 58,4 60,5 57,6 58,3 58,7 

3,00 2,97 3,73 3.56 3.12 2,56 2,16 2,75 2,58 2,47 
56,7 56,4 525 53,9 55,6 57,O 57,6 57,2 57,6 57,8 

3,62 3,37 5,36 5,03 4,00 2,73 I,65 2,94 2,57 2,28 
360 358 347 350 354 356 354 359 359 358 

3,14 3,05 4,05 3,80 3.26 2.49 1,73 2,16 2,53 2,37 
359 358 348 354 356 359 362 359 360 361 

2,82 2,89 3,55 3,52 3,07 2,63 2,56 2,70 3,45 2,54 
361 359 352 357 358 358 355 359 363 360 

3,63 3,39 5,43 5,05 3,96 2,19 1,59 2,92 2,58 2,18 
2220 2200 2180 2200 2200 2190 2170 2200 2210 22iO 

3,12 3,04 4,03 3,80 3,25 2,41 1,73 2,76 2,54 2,36 
2200 2200 2170 2200 2200 2200 2190 2200 2210 2210 

2,16 2,62 2,58 3,56 2,47 2,52 3,51 2,67 2,63 2,71 
2210 2210 2180 2200 2200 2200 2190 2210 2210 2200 

2,87 2,83 3,30 3,19 2,88 2,45 2,04 2,65 2,51 2,42 
3,83 3,90 1,63 2,34 3,61 5,33 6,68 4,56 5,04 5,29 
57,4 57,2 55,l 56,l 57,o 57,9 58,3 57,7 58,0 58,l 

360 360 353 359 359 359 358 360 360 360 
2210 2210 2170 2200 2200 2200 2190 2210 2210 2210 

3,50 

1.34 
7,90 

1,85 
744 
2,15 
660 
2,18 
5,84 

1,38 
58,8 

1,85 
60.3 

2.12 
59,9 

2,27 
51,3 

1,39 
355 

1,85 
361 

2,72 
356 

1,31 
2180 

1,84 
2200 

4.17 
2190 

2,16 
5,91 

57,9 
359 

2200 

fiir die die Herleitung der Gleichung (48) nicht die jeweils angegebenen Reynolds- und Prandtl- 
giltdie Koeffjzjenten a und c(Pr+) in Ab- 
hiingigkeit von der Prandtl- und von der 

Zahlen ; up und cp gelten fiir Pr+ = konst. und 
die in Abhiingigkejt von Pr+ angegebenen 

Reynolds-Zahl fiir q,,, = konst. zusammenge- Re-Bereiche. Der Koefizient a jst der fi,ir 
stellt. Diese Koeffizienten wurden nach dem Pr+ = l... 1000 und fiir die ejnzelnen Re- 
Verfahren der klejnsten Fehlerquadrate fiir Bereiche durch Probieren gewonnene Bestwert 
die Gesamtheit der iiber q = 25 berechneten fiir nur von der Prandtl-Zahl abhiingjge Ko- 
Temperaturen ermjttelt: urp und c,~ gelten fiir efiizienten c. Fiir Pr+ = konst. hiingen die 
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Koeffizienten u,.~ von der Reynolds-Zahl ab, 
dagegen ist der Einfluss von Pr+ fur Re = konst. 
nur gering. 

Es 1st nun noch interessant zu wissen, in 
welchem Mass die Nusselt-Zahl von den Vor- 
gangen in den einzelnen Bereichen des Stro- 
mungsquerschnitts~und bier insbesondere bei 
welchem Verhaltnis von molekularem und 
turbulentem Anteil am Warmeaustausch-be- 
einflusst wird. Hiertiber gibt die Abb. 6 einen 
anschaulichen Einblick. Aus der Beziehung 
Nu, = RePrJ(@3) !3’/(9, - ‘$,) ist zu ersehen, 
dass die Nusselt-Zahl dem Maximalwert 
(19, - 9,)/,9+ der Temperaturverteilung 
(9, - ,)I,’ umgekehrt proportional ist. Der 
Verlauf der Kurven (a,,, - ,9)!,9’ gibt also tiber 
den Wert des Quotienten ($9, - 9)/(9, - 9,) 
fur jede Stelle q den Anteil an der Bildung der 
Nusselt-Zahl an. In Abb. 6 werden durch die 
halblogarithmische Darstellung besonders die 
Vorgange in dem wichtigen Bereich grosser 
Wandnahe hervorgehoben. Es zeigt sich nun 
das interessante Verhalten, dass fur grosse 
Prandtl-Zahlen der grijsste Teil des Tempera- 
turanstiegs bereits in der warmeleitenden tinter- 
schicht und in demjenigen Bereich der daran 
anschliessenden Obergangszone stattfindet, in 
dem die durch molekularen und turbulenten 
Austausch bedingten Anteile von derselben 
Grossenordnung sind. (Die Wandabstande vh 
mit q, = q, befinden sich ungefahr an der 
Stelle, an der sich die Kurven yPr+ und 
a In 9 + c(Pr’) schneiden.) Diese Tatsache 
erklart, warum der Einfluss der Prandtl-Zahl 
auf Nu mit steigendem Pr abnimmt (gekenn- 
zeichnet durch die Abnahme des Exponenten 
d in der Beziehung Nu = bRecPrd): In der 
warmeleitenden Unterschicht gilt (9, - 9)/3+ = 
qPrf. Em gleichartiges Verhalten liegt such 
bei kleinen Prandtl-Zahlen vor (fur Re = 3 . 104 
ergibt sich im mittleren Stromungsabschnitt mit 
v], = 813 aus Pr’E,jv 2 0,07 qCPr+ : qt/qm = 9,6 
fur Pr+ = 0,Ol und q,/q, = 5.7 fur Pr+ = 0,l). 
Der Einfluss der Prandtl-Zahl auf die Nusselt- 
Zahl ist bei mittleren Prandtl-Zahlen am 
grossten : Der Anteil des Temperaturanstiegs 

im Bereich qtjq,,, B 1 tiberwiegt jenen im Bereich 
qt/q,,, < 1. Diese Eigenschaft ist umso starker 
ausgepragt, je grosser die Reynolds-Zahl ist: 
In Bezug auf die in Abb. 6 dargestellten Kurven 
drtickt sich eine Erhiihung von Re naherungs- 
weise in einer Zunahme der Temperatur 
(E/$,)(19, - *9)/a+ langs der in das Gebiet 
q > qC (Re = 3. 104) = 813 verlangerten Ge- 
rade a In q + c(Pr’) aus, wahrend im Bereich 
q,jq, d 1 keine wesentliche Anderung eintritt. 
Auf diese Zusammenhange wird such nochmals 
in den zu Abb. 8 gegebenen Erlauterungen 
eingegangen. 

Einige Bemerkungen sind an dieser Stelle 
noch beztiglich des s,jv-Wandgesetzes ange- 
bracht. Aus den durch die Theorie einerseits 
und durch das Experiment (Index e) andererseits 
fur hohe Prandtl-Zahlen gewonnenen Bezie- 
hungen Nu = bRecPr’d und Nu, = b,RecPrd 

lasst sich ein fur die Nusselt-Zahl wirksamer 
Wert des Quotienten %,I%, definieren : 

~/GJN~ = (be/b) lid fur NM = Nu,. Da der 
Koeffizient d fur grosse Prandtl-Zahlen klein 
ist, nimmt der Quotient (E,,/E,&, schon bei 
geringen Abweichungen zwischen b und b, 

verhaltnismhsig grosse Werte an. Ob diese 
die tatsachlich vorliegenden Zusammenhange 
richtig wiedergeben, hangt ausschlaggebend 
von der Gute des der Theorie zugrundegelegten 
s,;v-Wandgesetzes ab. Aus diesem Grund ist 
es such umgekehrt nicht moglich, ohne die 
genaue Kenntnis von E,~,IE, aus dem Grad der 
Ubereinstimmung zwischen den fur grosse 
Prandtl-Zahlen experimentell und analytisch 
bestimmten Nusselt-Zahlen eindeutige Schltisse 
tiber die Citite des gewahlten .s,/v-Gesetzes zu 
ziehen. 

Die hier geschilderten Gesichtspunkte sind 
zu bedenken, wear die mit dem s,jv-Wandge- 
setz von Deissler [ 151 : 

F~;V = n2y(up4+) [l - exp(-n2nu/u+)] 

(n = 0,124) (49) 

und die mit dem a,!v-Wandgesetz (1) von 
Reichardt [6] berechneten Nusselt-Zahl mit 
Messergebnissen verglichen werden. Fiir 
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Pr = Prf = 100 sind die von Deissler ermit- 
teltenNusselt-Zahleninguter~bereinstimmung 
mit dem Experiment (z.B. von Friend et al. 
[16]), wahrend die in der vorliegenden Arbeit 
berechneten Werte urn etwa 25 Prozent zu 
niedrig liegen. Die beiden Ansatze beziiglich 
&Jv unterscheiden sich z.B. fur r~ = 3-nach 
Abb. 6 ein fur Nu(Pr+ = 100) entscheidender 
Wandabstand-urn fast den Faktor 3. Dieser 
Faktor entspricht andererseits ungefahr dem 
Wert des Quotienten (E,JE,&,, den man aus 
der obenangeftihrten Beziehung (E,JE,)~~ = 
(b~b)“~ fur b,ib = 1,25 und d = 0,25 erhalt. 

Die gute tibereinstimmung zwischen dem 
Experiment und der mit dem c,,/v-Wandgesetz 
von R. G. Deissler fur grosse Prandtl-Zahlen 
Pr = Pr+ berechneten Nusselt-Zahlen bedeutet 
physikalisch, dass dieses Wandgesetz eher die 
E~!v- als die .s,/v-Verteilung beschreibt (aus 
den Gleichungen (6) und (7) folgt PY+E,,/v = 
PrE,,p, d.h. s,, = E, fiir Pr = PI-’ anstelle von 

El, -> E,, wie fur grosse Prandtl-Zahlen zu er- 
warten ist). Werden die in der vorliegenden 
Arbeit beschriebenen Berechnungen mit diesem 
(s,/v),-Wandgesetz von R. G. Deissler (Index 0) 
anstelle des (a,lv),-Wandgesetzes von Reichardt 
(Index R) im Bereich r~ < 12,9 wiederholt (bei 
ye = 12,9 liefern die beiden genannten Wand- 
gesetze gleich hohe Werte), so ergeben sich fur 
das Rohr im gesamten Bereich Pr = Pr+ = 
0,72.. . 1000 die von Deissler berechneten 
Nusselt-Zahlen. Die Inkonsequenz, die dabei 
begangen wird, indem fur rl < 12,9 mit E,JV und 
fur 9 > 12,9 mit E,,JV gerechnet wird (fur 
letzteres gilt nach wie vor E,~ # E,), ist von 
geringem Einfluss. Dies riihrt daher, dass sich 
bei grossen Prandtl-Zahlen das Temperatur- 
profil ab rl = 12,9 nur noch wenig andert (s. Abb. 
6, Pr+ = 100). Bei mittleren Prandtl-Zahlen 
reicht umgekehrt die warmeleitende Unter- 
schicht bis nahe an v = 12,9, so dass sich 
Unterschiede in den zugrundegelegten E,!v- 

ABB. 7. Temperaturverlauf 0 = f(y/r,,,. Pr+, F,) bei turbulenter Rohr- 
striimung ftir Re = 3. 104. 
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Wandgesetzen nur wenig auswirken (s. Abb. 6, 
Pr+ = 1; fur Pr = F’r+ = 1 gilt im Mittel 
Nu,,/Nu, = 1,02). Letzteres ist such der Grund 
dafiir, dass die Anwendung der beiden Wand- 
gesetze (E,/v)~ und (E,/v)~ bei der Berechnung 
des Geschwindigkeitsfeldes zu, annahernd den- 
selben Ergebnissen fiihrt: Die beiden Wand- 
gesetze unterscheiden sich hauptsachlich inner- 
halb des Bereichs der laminaren Unterschicht, 
in der der Einfluss von EJV auf die Geschwindig- 
keitsverteilung verschwindet. 

Wird nun davon ausgegangen, dass die mit 
(E,/v&, berechneten Nusselt-Zahlen ab mittleren 

Prandtl-Zahlen Pr = Pr+ zuverlbsige Werte 
ergeben (in den beiden Abb. 11 und 26 sind 
die auf diese Weise ermittelten Nusselt-Zahlen 
mit experimentellen Ergebnissen verglichen), 
so 1Hsst sich der weiter oben detinierte Quotient 
(&,,I&,,&~ berechnen. Er ergibt sich aus Nu,(Pri) 

= Nu,(PrL = Pr) zu (E,,/E,,,)~~ = Pr,+/Pr,+. Fur 
Pr = 0,72.. . 100 und samtliche hier behandelten 
Striimungsquerschnitte erhalt man folgende 
Naherungsgleichung : 

= 0,91 + 0,13 Pr”,545. 
%I 

(50) 

Tabelle 2. Mischungstemperatur 8, fur turbulente Stromung in Rohren (T), zwischen parallelen Platten bei symmetrischern (PS) 
bzw. asymmetrischem Wiirmeaustausch (PAS) und liinas Rohrbundeln (Dreieckanordnuna. v/d = 1.25 - 1.60 - 1.95 - 3.50) 

bei konstantem lViirmefluss in Abhngigke~t van der Prandti-Zahl Pr’ und UC& der Reynolds-Zahl Re 

pid Re 

1,25 9,45. lo3 
6,70. 10“ 
6,50. lo5 
6.37. lo6 

1,60 l,oo. lo4 
7.02. 10” 
6,72. lo5 
6.51 lo6 

1,95 1,06. 10“ 
7,36. lo4 
6,95. lo5 
6,65. lo6 

3,50 1,26. lo4 
8,59. lo4 
7,so. lo5 
7,18. lo6 

PS 8.66. 103 
6,21. lo4 
6,08. lo5 
6,OO. lo6 

PAS 8,66. lo3 
6,21 lo4 
6,08 lo5 
6,00. lo6 

T 4,oo. lo3 
3,oo. lo4 
3,OO. 105 
3.00 lOh 

0 0,Ol 

Pr+ 

0,748 0,754 0,765 0,793 
0,729 0,753 0,780 0,823 
0,720 0,798 0,833 0,868 
0,715 0,854 0,878 0,900 

0,770 0,776 0,787 0,815 
0,753 0,776 0,803 0,845 
0,745 0,821 0,854 0,887 
0,740 0,875 0,897 0,916 

0,788 0,794 0,805 0,832 
0,771 0,794 0,821 0,861 
0,764 0,839 0,871 0,901 
0,760 0,891 0,911 0,929 

0,834 0,840 0,850 0,875 
0,820 0,843 0,868 0,903 
0,814 0,886 0,914 0,938 
0,812 0,931 0,946 0,958 

0,722 0,728 0,739 0,768 
0,702 0,726 0,755 0,799 
0,693 0,774 0,811 0,847 
0,688 0,833 0,858 0,882 

0,701 0,705 0,712 0,732 
0,689 0,704 0,723 0,757 
0,683 0,738 0,767 0,800 
0,680 0,787 0,811 0,835 

0,557 0,567 0,583 0,626 
0,533 0,568 0,610 0,677 
0,523 0,642 0,697 0,754 
0.518 0.733 0.773 0.809 

0,03 0,l 

0,895 0.969 0,993 
0,912 0.973 0,995 
0,927 0,975 0,995 
0,939 0,977 0.995 

0,909 0,974 0,994 
0,926 0,978 0.996 
0,940 0,980 0,996 
0,950 0.982 0.996 

0,920 0.977 0,995 
0.936 0,9X2 0,996 
0,949 0,984 0,997 
0,958 0,985 0,997 

0,946 
0,961 
0,971 
0,977 

0,986 
0,990 
0.99 1 
01992 

0,997 
0,998 
0,998 
0,999 

0,877 0,963 0,992 
0,896 0,967 0,993 
0,913 0,969 0,993 
0,926 0,97 1 0,994 

0,829 
0,850 
0,870 
0,887 

0,941 
0.945 

0,987 
0.988 
0,988 
0.989 

0,794 
0,829 
0,858 
0.881 

0,948 
0,950 

0,935 
0,945 
0,950 
0.95.1 

0,985 
0,989 
0,989 
0.990 

10 100 
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Setzt man dies, Gleichung in Gleichung (52) 
ein [Pr+ = Pr(.Q,,JNu], so betragen die Ab- 
weichungen gegentiber den Werten Nun ca. + 1 
Prozent. Fur Pr = 1000 dagegen sind die mit 
den Gleichungen (50) und (52) berechneten 
Nusselt-Zahlen ca. 10 Prozent hijher als Nu,. 

Der Quotient (E,,/E,& stellt einen Integral- 
Mittelwert fur die mit Gleichung (17) berechnete 
Nusselt-Zahl dar. Gem&s der Beziehung 
Nu, = RePr+J(c/8) ~+/[(E,,/E,) (9, - J+,)] gilt 
dieser Mittelwert such fur die Temperatur 9, 
der Temperaturverteilung in der Form 
(E,,/E,) (9, - 9)/Y+. Es muss jedoch hervorge- 
hoben werden, dass der Quotient (E,,IE,&, 
bzw. die Gleichung (50) nur fur diejenigen 
Berechnungen gtiltig ist, denen das & Jv-Wand- 
gesetz von H. Reichardt zugrundeliegt. 

Der Einfluss der Warmeflussverteilung F, 
auf den Temperaturverlauf @y/r,,,) geht aus 
Abb. 7 hervor. Dieser Einfluss kommt bei der 
Temperaturverteilung noch deutlicher zum Aus- 
druck als bei der Nusselt-Zahl, wie das Beispiel 
Pr+ = 1 im Vergleich zu Abb. 10 zeigt. 
(b) Die Mischungstemperatur. 

Die Mischungstemperatur 19, ist fur den Fall 
q, = konst. in Tabelle 2 und fiir den Fall 
q, # konst. in Tabelle 3 aufgeftihrt. 
(c) Die Nusselt-Zahl. 

Wie bereits in Zusammenhang mit der Abb. 6 
aufgezeigt wurde, geht der Einfluss der Prandtl- 
Zahl auf die Nusselt-Zahl mit Annaherung 
sowohl an sehr kleine als such an sehr grosse 
Prandtl-Zahlen zurtick. Dieser Sachverhalt 
kommt in Abb. 8 durch den Verlauf der Neigun- 
gen an die Kurven Nu = f(Pr+, Re = konst.) 
zum Ausdruck. Die Prandtl-Zahlen Pr:, fur 
die der Einfluss auf die Nusselt-Zahl am 
grossten ist, hangen von der Reynolds-Zahl 
ab. In Abb. 8 ergeben sich Werte Pr:, die 
ungefalhr auf einer Geraden zwischen den 
Wertepaaren Pr: = 0,15 - Re = 3. lo6 und 
Pr: = 0,8 - Re = 4. lo3 liegen. 

In der Darstellung Nu = f(Pr+, Re = konst.) 
unterscheiden sich die Kurvenverlaufe in Ab- 
hangigkeit von der Reynolds-Zahl betrtichtlich. 
Zieht man dagegen von Nu(Pr+, Re) den durch 
Warmeleitung bedingten Anteil Nu(Pr = 0, Re) 
ab, so nehmen die dem rein turbulenten Anteil 

/- ,’ 
I.0 I I I I 

0.01 O-I I.0 IO loo 1000 

Pr+ 

Aw. 8. Nusselt-Zahlen Nu = f,(Pr+, Re) und Nu-Nu,,, = f2(Pr+. Re) bei der turbulenten 
RohrstrSmung fiir qw = konst. 
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am Warmeaustausch entsprechenden Diffe- 
renzen Nu - Nu(Pr = 0, Re) = f(Pr+, Re) einen 
einheitlichen Verlauf an. Urn die nur gering- 
fiigige Re-Abhangigkeit der Funktion 
Nu(Pr = 0, Re) zu umgehen, sind in Abb. 8 die 
mit der Nusselt-Zahl. Nu,,,~, = Nu(Pr = 0, Re 
= 4.103) gebildeten Differenzen Nu - Numi, = 
f (Pr’, Re) eingezeichnet (strichpunktierte 
Linien). Die daraus entnommenen Neigungen 
d’(Pr+, Re), die dem Exponenten der Prandtl- 
Zahl in der Gleichung Nu = NUmin + b Re’ Prtd 
entsprechen, wurden fur die Auftragung in Abb. 
9 dahingehend korrigiert, dass die fur kleine 
Prandtl-Zahlen bestehende leichte Re-Ab- 
hangigkeit des Koeffizienten b’(Pr+, Re) durch 
einen mittleren Verlauf b(Pr+) ersetzt werden 
kann. 

Die Koeffizienten b, c und rl der Beziehung 
Nu = Nu,,,~, + b Re’ Prtd sind in Abb. 9 iiber 
Pr’ aufgetragen. Wie man sieht, laufen die 
Kurven c und d im Bereich kleiner Prandtl- 
Zahlen in etwa zusammen: c z d 2 0,75. Da 
such der Proportionalittitsfaktor h in diesem 
Bereich nahezu konstant ist. folgt die fiir 

Fltissigmetalle experimentell gut bestatigte Be: 
ziehung Nu = a + b(RePr)‘. Die Koeffizienten 
a, b und c wurden aus den fur die Prandtl- 
Zahlen Pr+ = 0,Ol und Pr’ = 0,03 berechneten 
Wertegruppen Nu, Re, Prf nach dem Verfahren 
der kleinsten Fehlerquadrate ermittelt (eine 
Zusammenstellung der Koeffizienten a, b und 
c fur alle hier behandelten Falle T, PS, PAS, 
Al, A2 und B liegt in Abb. 19 vor). Die Nusselt- 
Zahlen fur das Rohr liegen bei kleinen Prandtl- 
Zahlen zwischen denjenigen fur die parallelen 
Platten bei asymmetrischem (Nu, > Nu,,,) und 
symmetrischem Warmeaustausch(Nu, < Nu,). 
Dabei nahert sich Nu, mit steigender P&let- 
Zahl gegen Nu,, und mit abnehmender PCclCt- 
Zahl gegen NapAS (bei der laminaren Strbmung 
lautet die Reihenfolge Nu, < NupAs < Nu,). 
Fur die drei letztgenannten Falle ergeben sich 
folgende Gleichungen (y, = konst.) : 

Nu, = $7 + 0,041 (RePr+)‘.‘” (51a) 

Nu,, = 9,7 + 0,030 (RePr ) + o,78 (51b) 

Nlf pAs = 5.6 + 0.016(RePr+)0~8’ (5lc) 

IO, 

I 

ABB. 9. Koeflizienten b = f,(Pr+), c = f2(Prc) und d = ,f,(Pr+, Re) der Beziehung Nu = 
5.9 + bReCPr+* beider turbulenten Rohrstriimung fiir q, = konst. 



DER WARMEOBERGANG 

Die fur kleine Prandtl-Zahlen und konstante 
Warmeflussverteilung (F, = 1) durch das Pro- 
dukt RePr’ hinreichend genau erfasste Abhan- 
gigkeit des Warmetibergangs von den beiden 
unabhangigen Grossen Re und Pr+ bleibt such 
fur F, # 1 erhalten: Nu(RePr+), fly+, RePr+) 
und B,,,(RePr+). Damit folgt aus Gleichung 
(44) such fur die thermische Einlaufltinge X,/C& g 
f(RePr+) (bei laminarer Strijmung besteht 
Proportional&u x,/d,, - RePr, wie in Abschnitt 
2.3 beschrieben ist). 

Ab mittleren Prandtl-Zahlen kann das Glied 
NUmin gegentiber h Re’ Prfd vernachlassigt wer- 
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den, und man erhalt Nu = b Rd Pr+d. Die 
letztgenannte Beziehung eignet sich jedoch 
durch die Abhangigkeit der Koeftizienten b, c 
und d von der Prandtl-Zahl nur in 
unbefriedigender Weise zur Wiedergabe der 
Nusselt-Zahl tiber einen grosseren Bereich der 
Prandtl-Zahl. Zieht man noch die zusatzliche 
Abhangigkeit des Koefhzienten b von der 
Reynolds-Zahl in Betracht, so ergibt sich ein 
deutlicher Vorteil der Formel (45) im Vergleich 
zum Potenzgesetz. 

Die Werte f(Pr+) in Gleichung (45) sind 
negativ fur Pr+ < A, wobei A von dem betrach- 
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FO 

ABB. 10. Verhiiltnis der Nusselt-Zahlen Nu/Nu, = f(F,, Pr+, Re) bei der 
turbulenten Rohrstrijmung fiir Prf = 0,Ol und Pr+ = l,O. 
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Tub& 3. Auf die Nusselt-Zahl bei konstantem Wiirmefluss Nu, bezogene Nusselt-Zahl Nu sowie Mischungstemperatur 
9, in Abhiingigkeit vom Parameter der Wiirmeflussverteilung F,, van der Prandtl-Zahl Pr’ und van der Reynolds-Zahl Re 

bei turbulenter Rohrstriimung 

Re FO Nu:Nu, Pr’ 

4.103 
3. lo4 
3. lo5 
3. lo6 

4. lo3 
3. lo4 
3. lo5 
3. 10h 

4.10’ 
3. lo4 
3. lo5 
3. lo6 

4. 10” 
3. lo4 
3. lo5 
3. lo6 

4. IO3 
3. lo4 
3. 105 
3. lo6 

4. lo3 
3 lo4 
3. lo5 
3. IO6 

4.103 
3. lo4 
3. lo5 
3. lo6 

4.10’ 
3. lo4 
3. lo5 
3. lo6 
4. IO3 
3. lo4 
3. 105 
3. lo6 

4. lo3 
3. lo4 
3. lo5 
3. lo6 

4. lo3 
3. lo4 
3. 105 
3.106 

4. lo3 
3. lo4 
3. lo5 
3.106 

0 8,W 

0 

-0,35 
-0.35 
-0,35 
-0,35 

0,Ol 8,00 

4,m 

200 

0 

-0,30 
-0,30 
-O/IO 
-0,50 
- 0,40 
-0.40 
-0,50 
-0,75 

0,03 8@ 

0 

-0,35 
-0,35 
-0,65 
-1JKl 

1.330 0,661 
1.378 0,637 
1,398 0,626 
1,406 0,622 

0,790 0,493 
0,762 0,467 
0,749 0,457 
0,744 0,452 

0,559 0,425 
0.487 0,397 
0,455 0,385 
0,438 0,379 

1,318 0,669 
1,329 0,669 
1,248 0,729 
1,153 0,801 

1,202 0,633 
1,207 0,633 
1,155 0,698 
1,092 0,775 

1.094 0,597 
1,096 0,598 
1,070 0,667 
1,041 0,752 

0,801 0,502 
0,800 0,506 
0,866 0,592 
0,931 0,700 

0,639 0,453 
0,644 0,459 
0,735 0,542 
0,861 0,665 
0,510 0,417 
0,526 0,427 
0,662 0,516 
0,778 0,624 

1,297 0,683 
1,275 0,705 
1,185 0,773 
1,116 0,830 

0,817 0,521 
0,841 0,554 
0,908 0,657 
0,952 0,747 

0,633 0,46 1 
0,699 0,504 
0,717 0,572 
0.776 0,647 

w 

1 

Fo 

WJ 

0 

- 0.45 
-0,60 
- 0,85 
-I,20 

8300 

400 

2,m 

0 

-0.60 
-0,65 
-0,70 
-0,75 
- 1.15 
-l/IO 
- 1.80 
- 2,20 

10 8,m 

0 

- 4.40 
- 4,70 
-4,85 
-5,lO 

NuiNu, 

1,247 
1,197 
1,127 
1,083 

0,858 
0,897 
0,942 
0,969 

0,657 
0,683 
0,795 
0,851 

0, 
___- 
0,719 
0,759 
0,817 
0.856 

0,571 
0,632 
0.725 
0,790 

0,496 
0.540 
0,643 
0.7 13 

1,110 0,843 
1,067 0,870 
1,047 0,891 
1,034 0,906 

1,064 0,824 
1,039 0,854 
1,027 0,877 
1,019 0.895 

1,027 0,807 
1,016 0,840 
1,011 0,866 
1,008 0,887 

0,957 0,773 
0,975 0.813 
0,984 0,847 
0.989 0.872 

0,916 0,749 
0.950 0.795 
0,968 0.834 
0.978 0.863 
0,807 0,688 
0,867 0,736 
0,862 0,749 
0,912 0,806 

1,033 0,944 
1,011 0,953 
1,008 0.956 
1,005 0,963 

0,993 0,933 
0,997 0,944 
0,998 0,948 
0,999 0,957 

0,930 0,908 
0,974 0,925 
0,983 0.932 
0,990 0,947 
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teten Fall abhtigt: AT = 0,87 - Am = 0,94 - 
PAs = 0,58. Trggt man die Funktion f(Pr+)/ 

;‘pr+ - A) iiber Pr+ in doppeltlogarithmischen 
Koordinaten auf, so ergibt sich fiir den Bereich 
Pr+ = 0,7.. . 1000 eine Gerade mit der Neigung 
-0,22. Die gesuchte Funktion f(Pr+) lhst sich 
also durch die Gleichung _f(Pr+) = B(Pr+ - A) 
(pr+)-0.22 wiedergeben. Der Koeffizient I3 
nimmt dabei fiir alle 3 FBlle T, PS und PAS 
den Wert 10 an. Stellt man die mit der Formel 

Nu= 
RePr ’ c/S 

1 + lO(Pr + - A) (P7)-~J(i/i) 
(52) 

([ nach Gleichung 47) berechneten Nusselt- 
Zahlen den genauen Werten gegeniiber, so 
ergeben sich folgende mittleren quadratischen 
Abweichungen e in Prozent (die Zahlen in 
Klammern geben die maximalen Einzel- 
abweichungen aller Wertepaare Re > 4. 103, 
Pr + > 0,72 an) : eT = 0,9 (1,9) - eps = 1,4 
(3,3) - ePAs = 2,3 (4,8). Diese gute Oberein- 
einstimmung zeigt, dass die Formel (45) die 
Wkmeiibertragung ab mittleren Prandtl-Zahlen 
und fiir stitliche Reynolds-Zahlen zuverl&sig 
beschreibt. 

Der Einfluss des Parameters der Wgrme- 
flussverteilung F, auf die Nusselt-Zahl Nu ist 
in Abb. IO aus der Darstellung der Verhtiltnis- 
werte Nu/Nu, fi.ir die Prandtl-Zahlen Pr+ = 
0,Ol und Pr+ = 1,O und fiir die verschiedenen 
Reynolds-Zahlen zu ersehen. Zahlenwerte der 
Funktion Nu/Nu, = f(F,, Re, Pr+) sind in 
Tabelle 3 fi.ir die Prandtl-Zahlen 0 - 0,Ol - 
0,03 - 0,l - 1,0 - 10 enthalten. Fiir Pr+ = 
0,Ol ist die Abhgngigkeit von F, bis zu Reynolds- 
Zahlen von Re = 3. lo5 vergleichbar mit jener 
bei laminarer StrBmung, wie der Vergleich mit 
Abb. 16 zeigt (fiir Re = 3. lo4 ist z.B. Nu fiir 
9, = konst. gegeniiber q,,, = konst. urn 20 Pro- 
zent niedriger). Mit zunehmender Prandtl-Zahl 
geht der Einfluss von F, zuriick, er ist jedoch 
selbst bei mittleren Prandtl-Zahlen noch nicht 
ganz abgeklungen. 

Beim Vergleich der fiir kleine Prandtl-Zahlen 
berechneten Nusselt-Zahlen Nu = f(Pe) mit 

experimentell ermittelten Ergebnissen ergibt 
sich fiir grosse P&l&-Zahlen eine gute Uber- 
einstimmung. Dagegen liegen im Bereich kleiner 
P&l&-Zahlen die in der vorliegenden Arbeit 
berechneten Nusselt-Zahlen an der oberen 
Grenze der durch das Experiment erhaltenen 
Werte. Letzteres h%ngt damit zusammen, dass 
bei kleinen Prandtl- und kleinen Reynolds- 
Zahlen der Quotient E,,/E, Werte unterhalb 1 
aufweist. Daneben gibt es jedoch such eine 
Reihe von Messungen (z.B. von Kirillov et al. 
[ 17]), die iiber den gesamten Bereich der 
P&l&t-Zahlen in guter Obereinstimmung mit 
analytisch gewonnenen Ergebnissen sind. 

Fiir mittlere Prandtl-Zahlen sind die 
Abweichungen zwischen Theorie und Experi- 
ment im allgemeinen am geringsten. Dies geht 
such aus dem Vergleich mit den von Deissler 
et al. [ 141 an Luft und von Hufschmidt et al. [ 181 
an Wasser gemessenen Nusselt-Zahlen hervor. 
Letztere sind in Abb. 11 wiedergegeben. Der 
Quotient (Pr/Pr,)‘,” - Pr ist die bei der 
Mischungstemperatur 9, und Pr, die bei der 
Wandtemperatur 9, vorliegende Prandtl-Zahl- 
beriicksichtigt dabei die Temperaturabhgngig- 
keit der Stoffwerte, sein Wert h%ngt in erster 
Linie von der Hiihe der W;irmestromdichte 
q, an der Wand ab. 

(d) Die thermische Einlauflgnge. 
Schliesst man die Kombinationen Pr+ > 100, 

Re -c 2. lo4 aus, so lassen sich die Eigen- 
schaften der Funktion x,/d = f(Re, Pr+) nach 
numerischer Auswertung der Formel (44) folgen- 
dermassen zusammenfassen : 

-Mit steigender Prandtl- und steigender 
Reynolds-Zahl nimmt die thermische Ein- 
lauflsnge zu. 

- Der Grad des Einflusses von Pr+ und von 
Re auf x,/d geht mit zunehmender Prandtl- 
Zahl zuriick. 

-Fiir Pr+ > 0,72 gilt ngherungsweise (4, = 
konst.) : 

- = 5,2lg(Re) - 4,0. 
d 

(53) 
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ABB. 11. Vergleich der fiir die turbulente Rohrstriimung (qw = konst., Pr = 4) berechneten (G) und an Wasser von W. 
Hufschmidt et a/ experimentell gemessenen Nusselt-Zahlen in der Darstellung NuPrm0,36 (PriPr,)T”.’ ’ =f(Re). 

Dass ab mittleren Prandtl-Zahlen die therm&he 
EinlaulGnge von Pr+ nahezu unabhangig wird, 
ist in fjbereinstimmung sowohl mit 
theoretischen Untersuchungen von Levy [ 191 als 
such mit an Wasser und bl vorgenommenen 
Messungen von Hartnett [20]. Die leichte 
Zunahme der thermischen Einlauflange x,/n 
mit steigender Reynolds-Zahl deckt sich mit 
den analytisch gewonnenen Ergebnissen Nu(x)! 
Nu = f(Re, Pr, x/d) von Berry [21] sowie mit 
den Messungen von Hartnett an Wasser und 
von Boelter et al. [22] an Luft, wahrend sich 
fiir 61 bei den Messungen von Hartnett xc/d 
mit zunehmender Reynolds-Zahl verringerte. 

3.2 Parallele Piatten, symmetrischer 
Wiirmeaustausch 

3.2.1 Laminare Striimung 
Der Warmeaustausch bei laminarer Stromung 

zwischen parallelen Platten ist der einzige Fall, 
in dem sich die Stelle 89/8x = 0 durch einen 
Wendepunkt im Temperaturprolil auszeichnet. 
In den beiden Abb. 12 und 13 ist diese Tatsache 
zu erkennen, besonders im Vergleich mit der 
laminaren Rohrstriimung nach Abb. 4. Die 
Abhangigkeit der Nusselt-Zahl Nu vom Para- 
meter F0 ist aus der das Rohrbtindel betreffenden 
Abb. 23 zu entnehmen: In der Nlherung, die 
das Rohrbtindel durch die innere H%lfte eines 
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2 y/h 

ABB. 12. Temperaturverlauf 0 = f(ty/h, F,) bei der laminaren Stramung zwischen parallelen 
Platten, symmetrischer W;irmeaustausch. 

Ringspalts bei quasisymmetrischem Warme- 
austausch (r,, = I,) ersetzt, entspricht der Fall 
der parallelen Platten bei symmetrischem 
Wgirmeaustausch nach Gleichung (81) dem 
unteren Grenzwert p/d = 0,952 (ro/rl = 
rJl-1 = 1). 

3.2.2 Turbulente Striimung 
3.2.2.1 Formeln ftir striimungsmechanische 

Griissen. Experimentelle Untersuchungen haben 
gezeigt, dass die Geschwindigkeitsprofile in 
rechteckigen Kanalen mit grossem Seitenver- 
hahnis nur unwesentlich von denjenigen im 
Rohr abweichen. Es gelten daher bei parallelen 
Platten die in Abschnitt 3.1.2.1 zusammen- 
gestellten Reziehungen mit Ausnahme folgender 
Abweichungen : 

Die aquivalente Rohr-Reynolds-Zahl lautet : 

Re =I%& T 
2 %lPP pp 

(54) 

wobei (P,,,r und qrnPP die fur ReT berechneten 
Mittelwerte der Geschwindigkeit fur das Rohr 
bzw. fur die parallelelen Platten bedeuten. 
Daraus erh%h man fiir den Widerstands- 
koefhzienten : 

Mit [,’ = I;T(RePP) ist dabei derjenige Wider- 
standskoefizient bezeichnet, der sich fti die 
Platten-Reynolds-Zahl Repp = 2u,h/v aus dem 
Widerstandsgesetz des Rohres Gleichung (47) 
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ergibt. Die hier beschriebenen Beziehungen 
werden in Abschnitt 3.4.2.1 fur den allgemeinen 
Fall des Ringspaltes hergeleitet, der die parallelen 
Platten, gekennzeichnet durch r1/r2 = r,/r, = 1, 
mit einschliesst. Die numerische Auswertung 
der Gleichung (55) ergibt cpp % [,‘, in Uber- 
einstimmung mit dem Experiment (s. Abb. 17, 
r1/r2 = 1). Fur die aquivalenten Rohr-Reynolds- 
Zahlen Re, = 4. 103, 3. 104, 3. lo5 und 3. lo6 
erhah man die in Tabelle 4 angegebenen 
Reynolds-Zahlen Re = Repp. 

3.2.2.2 Ergebnisse fir den Wiirrvreiibergang. 
Die fur die parallelen Platten bei symmetrischem 
Warmeaustausch erhaltenen numerischen 
Ergebnisse sind in den Tabellen 1, 2 und 4 
auszugsweise wiedergegeben : Die Koefhzienten 
a und c des logarithmischen Temperaturgesetzes 

in Tabelle 1, die Mischungstemperatur 6),,, fur 
q,,, = konst. in Tabelle 2 sowie die Verhaltnis- 
werte NujNu, und die Mischungstemperatur 
0,,, fiir q, f konst. in Tabelle 4. Ftir kleine 
Prandtl-Zahlen lasst sich Nu aus Gleichung (51b) 
berechnen, fur mittlere bis grosse Prandtl- 
Zahlen folgt Nu aus Gleichung (52) mit A = 0,94. 
Die thermische Einlauflange x, kann ab mittleren 
Prandtl-Zahlen-mit Ausnahme der Kombina- 
tionen Pr+ > 100, Re < 4. 104-naherungs- 
weise mit Hilfe der Gleichung x,/d, = 3,3 lg 
(Re)--3,4 berechnet werden. 

Die Obereinstimmung der fur Pr+ = 0,72 
berechneten Nusselt-Zahlen mit Messungen, 
die von Novotny et al. [23] in 3 von Luft 
(q,,, = konst.) durchstrijmten Rechteckkanllen 
mit den Seitenverhaltnissen b/h = 1 - 5 - 10 

Tabelle 4. Aufdie Nusselt-Zahl bei konstantem Wiirmefluss Nu, bezogene Nusselt-Zahl Nu sowie Mischungs- 
temperatur 8, in Abhiingigkeit vom Parameter der Wiirmeflussuerteilung F,, van der Prandtl-Zahl Re bei 
turbulenter Striimung zwischen parallelen Platten, svmmetrischer (PS) bzw. asymmetrischer Wirmeaustausch 

iPAS) 

Pr+ 

0,Ol 

Re 

8,66. 103 
6.21. lo4 
6,08. to5 
6,00. lo6 

8,66. 103 

Fll 

8,00 

0 
6,21 lo4 
6.08 lo5 
6,OO. lo6 

8.66. lo3 - 1.10 
6,21. lo4 - LO5 
6,08. lo5 - 1.30 
6,00. lo6 - 1,75 

0,03 8,66. lo3 8300 
6,21 lo4 
6,08. IO5 
6,00. lo6 

8.66. 103 0 
6.21. lo4 
6,08. 105 
6,00. lo6 

8,66. lo3 - 1,lO 
6,21 lo4 - 1,15 
6,08 105 - 1,50 
6,OO. lo6 - 2,05 

PS 

Nu!Nu, 

1,298 
1,307 
1,224 
1,134 

0,880 
0,878 
0,917 
0,956 

0,452 
0,516 
0,569 
0,675 

1,276 
1,253 
1,167 
1,100 

0,890 
0,902 
0,942 
0,968 

0,529 
0,582 
0,679 
0,733 

%l Fo 

0,787 800 
0,785 
0,824 
0,869 

0,703 0 
0,702 
0,755 
0,820 

0,613 - 0,95 
0,626 -0,95 
0,669 - 0,90 
0,734 - 1,20 

0,796 8,OO 
0,808 
0,852 
0,888 

0,715 0 
0,733 
0,796 
0,849 

0,635 -0,95 
0,658 -1,00 
0,721 - 1,15 
0,768 ~ 1,40 

PAS 

NuiNu, 0, 

1,316 0,769 
1,320 0,768 
1,246 0,798 
1,160 0,838 

0,867 0,676 
0,866 0,675 
0,898 0,712 
0.937 0,767 

0.481 0,592 
0,479 0,593 
0,670 0,653 
0,706 0.69 1 

1,298 0,776 
1,275 0,786 
1,195 0,822 
1,127 0,856 

0,874 0,684 
0,885 0,696 
0,922 0,745 
0,952 0,794 

0,520 0,604 
0,517 0,608 
0,620 0,654 
0,712 0,705 
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durchgeftihrt wurden, ist gut (der Einfluss des 
Seitenverhaltnisses b/h auf die Nusselt-Zahl in 
[23] ist gering). Dasselbe gilt fur die von 
Brundrett et al. [24] in einem ebenfalls von 
Luft durchstriimten Kanal von quadratischem 
Querschnitt bei allseitiger Beheizung (4, = 
konst.) vorgenommenen Temperaturmessungen. 

3.3 Parallele Platten, asynmetrischer 
WSirmeaustausch 

3.3.1 Laniinare Striiniung 
Der Temperaturverlauf 0 ist in Abb. 13 fur 

verschiedene Werte F, wiedergegeben. Der Ein- 
fluss der Griisse F, auf 0, und Nu/Nu, folgt 
aus den beiden Abb. 15 und 16: Bei asym- 
metrischem Warmeaustausch stellt die 

06- 
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Stromung zwischen parallelen Platten den 
speziellen Fall r,jr, = 1, qw = qwI des allge- 
meinen Falls eines Ringspalts mit einseitigem 
Warmeaustausch dar. 

Bei einseitigem Warmetibergang ist der 
hydraulische Durchmesser wieder wie beim 
Rohr gleich dem doppelten Abstand, den die 
Stelle %/ay = 0 von der warmetauschenden 
Wand trennt. Die Nusselt-Zahl ist bier grosser 
als der entsprechend durch 2 dividierte Wert 
bei symmetrischem Warmeaustausch. Dieses 
Verhalten lasst sich vorhersehen, da im vor- 
liegenden Fall die Durchsatzverteilung beztiglich 
des Temperaturverlaufs gunstiger ist : Das 
Geschwindigkeitsmaximum liegt naher zu dem 
Gebiet, in dem sich das Temperaturprofil 

ABB. 13. Temperaturverlauf 0 = f(y/h, F,) bei der laminaren StrBmung zwischen parallelen 
Platten, asymmetrischer Wiumeaustausch. 
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aufbaut, wahrend in dem einflussloseren Bereich 
a!Qay + 0 such cp -, 0 geht. 

An dieser Stelle sei em interessanter, such 
bei turbulenter Striimung fur Pr = 0 und alle 
Reynolds-Zahlen giiltiger Zusammenhang be- 
schrieben, der den asymmetrischen Warme- 
austausch bei parallelen Platten gegentiber 
allen anderen Warmetibergangsbedingungen 
auszeichnet: Die Nusselt-Zahl Nu, ist bei 
konstantem WarmeIIuss fur jedes symmetrische 
Geschwindigkeitsprofil Nu, = 4. 

Urn diesen Wert zu bestimmen, ist es dabei 
nicht notwendig, auf den detaillierten Rech- 
nungsgang einzugehen, wie im folgenden gezeigt 
wird : Aus der Wglrmebilanz fur die Schicht dy : 
pc,ndy aqax = - aqlay folgt, dass aqjay 
durch die Symmetrie des Geschwindigkeits- 
profils u ebenfalls symmetrisch zu y = h/2 ist, 
da der axiale Temperaturgradient as/ax fiir 
qw = konst. nicht vom Wandabstand abhangt. 
Diese Tatsache hat zur Folge, dass q/q, S- 
fiirmig urn die Gerade q/q, = y+ verlauft, 
wobei Rotationssymmetrie urn den Punkt y+ = 
0,5, q/q, = 0,5 besteht. Die Form des Ge- 
schwindigkeitsprolils bestimmt lediglich die 
Amplitude dieses S-Verlaufs, wahrend das 

Integral $ (q/q3 dy+ stets gleich dem Flachenin- 

halt des’Dreiecks ist, das in der Darstellung 
q/qw = f(y+) lurch die Geraden y+ = y,‘, 
q/qw = 0 und q/q_, = y+ gebildet wird. Diese 
F&he hat die Grijsse 0,5 und mit drJ’r, = 2 
erhalt man aus Gleichung (17) das obengenannte 
Ergebnis. Damit ist such der Temperatur- 
gradient an der Wand (de;dy+), unabhtingig 
von den Strijmungsverhaltnissen, und der Ein- 
fluss der Reynolds-Zahl bei turbulenter 
Striimung (Pr = 0) kommt nur im Temperatur- 
prolil innerhalb des Stromungsquerschnitts und 
damit verbunden in der Griisse der Mischungs- 
temperatur ~9, zum Ausdruck. 

3.3.2 Turbulente Striimung 
Die Koefbzienten a und c des logarithmischen 

Temperaturgesetzes, die Mischungstemperatur 
6, fur qw = konst. sowie die Nusselt-Zahl 

Nu/Nu, und die Mischungstemperatur 8, fur 
q, # konst. sind in den Tabellen 1, 2 und 4 
enthalten. Fur den Bereich kleiner Prandtl- 
Zahlen folgt Nu aus Gleichung (5lc), ab mittleren 
Prandtl-Zahlen gilt Gleichung (52) mit A = 
0,58. Die thermische Einlauflange x, Ibst sich 
naherungsweise aus x,/dh = 12,4 lg (Re) - 14,4 
bestimmen. 

Die formale Anwendung des logarithmischen 
Temperaturgesetzes ftihrt im Vergleich zum 
Rohr und zu den parallelen Platten bei sym- 
metrischem Wglrmeaustausch zc grosseren Ab- 
weichungen, wie zu erwarten war (s. Einleitung 
des Abschnitts 3). Das Entsprechende gilt such 
fur die Wiedergabe der Nusselt-Zahlen durch 
eine Gleichung der Form (45). Fur kleine 
Prandtl-Zahlen stellt such die Beziehung Nu = 
f(Pe) eine etwas grobere Naherung im Ver- 
gleich zu den Fallen T und PS dar. 

Ab mittleren Prandtl-Zahlen geht der Ein- 
fluss des Striimungsquerschnitts und der 
thermischen Randbedingung auf die Warme- 
tibertragung mehr und mehr zurtick. Der Grund 
hierfur wird im folgenden am Beispiel der 
drei Falle T, PS und PAS erlautert. 

Geht man in Gleichung (17) vom Wand- 
abstand y+ auf q tiber, so ergibt sich: 

M,!rJ kWdy+) 
Nu= - no (56) 

Mit ys = 1 - r,r/q,r, yrs+ = 1 - r~/q,~ und 

YP*s+ = I - 095 yll%P*s erhalt man unter 
Berticksichtigung von ylCps = qePAs = 0,5 ylCT fur 
den Ztihler in Gleichung (56) fur alle drei Falle 
T, PS und PAS den Wert 2r],,. Im Nenner dieser 
Gleichung unterscheiden sich zwar die oberen 
Integrationsgrenzen teilweise urn den Faktor 2 

(ylor = %T> roPs = rcPs = O,5 YlcT, ropA?l = 
2 qcpAs = qcT), da sich jedoch bei hohen Prandtl- 
Zahlen der Wert des Integrals ab verhaltnis- 
massig kleinen Wandabstanden q nicht mehr 
wesentlich andert. bleibt dieser Einfluss gering 
[im wichtigen wandnahen Bereich gilt q/qw g 1 
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und E,/V =f(n)]. Zieht man noch in Betracht, 
dass such die Mischungstemperaturen 8, nur 
geringe gegenseitige Unterschiede aufweisen, so 
ergibt sich fur grosse Prandtl-Zahlen bei ein- 
heitlichen Wertepaaren Re, Pr + : Nu, 2 Nu,, g 
NapAs. Dieses Ergebnis zeigt such, dass ab 
mittleren WertenPr der aquivalente hydraulische 
Durchmesser d,, = 4S/U dem aquivalenten 
thermischen Durchmesser d, = 4S/U, als 
charakteristische Lange vorzuziehen ist. 

Beim Vergleich mit Messungen ergeben die 
fur Pr+ = Pr = 0,Ol und q, = konst. berech- 
neten Nusselt-Zahlen eine gute Uber- 
einstimmung mit den von Treffethen et al. [25] 
in einem von Quecksilber durchstrijmten Ring- 
spalt (r1/r2 = 0,714 - qwI = konst.) ermittelten 
Zusammenhang Nu = f(Pe). Der Vergleich 
mit dem Fall PAS ist zulbsig, da sich bei Werten 
r,/r2 nahe 1 die Ergebnisse des Ringspalts nur 
wenig von denen der parallelen Platten unter- 
scheiden : Fi.ir samtliche Prandtl- und Reynolds- 
Zahlen sind bei dem genannten Radienverhaltnis 
die Nusselt-Zahlen fur den Fall Al gegentiber 
dem Fall PAS nur urn ungefahr 5 Prozent hoher. 

Messungen in einem von Luft durchstriimten 
Rechteckkanal mit dem Seitenverhahnis b/h = 5 
bei asymmetrischer Heizung (q, = konst.) wur- 
den von Sparrow et al. [26] durchgefiihrt. 
Dabei wurden sowohl der Fall untersucht, dass 
nur eine der beiden W&rde (Breite b) beheizt 
war (qwI = konst. - qw2 = 0), als such jener, 
dass beide Wande Warme im Verhaltnis qwI/ 

4w2 = l/2 abgaben. Die gemessenen Nusselt- 
Zahlen des erstgenannten Falls stimmen gut 
mit den in der vorliegenden Arbeit fur Pr+ = 
0,72 berechneten tiberein. 

3.4 Der Ringspalt 
3.4.1 .Laminare Striimung 

3.4.1.1 Exakte Berechnung fir qw = konst. 
In den folgenden Ausftihrungen wird der 
besseren Ubersichtlichkeit wegen auf die allge- 
meine Darstellung mit dem unbestimmten Index 
i verzichtet und die Berechnungen fiir den 
speziellen und bedeutend wichtigeren Fall 
durchgefiihrt, dass der Wgirmetibergang am 

inneren Zylinder 1 stattfindet und der aussere 
Zylinder 2 warmeisoliert ist. Die Gleichungen 
sind jedoch so aufgebaut, dass bei W&me- 
austausch am Busseren Zylinder 2 lediglich die 
Indices 1 und 2 zu vertauschen sind. In Absatz 
(b) ist dann noch der Fall behandelt, dass beide 
W5nde am Warmeaustausch beteiligt sind. 
(a) Der einseitige Warmeaustausch. 

Aus Gleichung (39) folgt nach Einsetzen der 
Geschwindigkeitsverteilung 

(+) _ lnd2 - ($)2(y:’ - 1) (57) 

rc ln(zy+(2)2-I 

fur den Wgirmestromdichteverlauf : 

4 -= 
4wl 

Y:' by:’ 
-(rl/r,)2(y~2;2-1)-1]+n1 (58) 

Y: RrlirJ2i2 + n1 - 11 

wobei die G&se n, den in Gleichung (63a) 
angegebenen Ausdruck ersetzt. Den Radius r, 
am Ort des Geschwindigkeitsmaximums-im 
weiteren Verlauf als “neutraler Radius” bezeich- 
net&erh%lt man aus der Beziehung 

Damit lhst sich die Temperaturverteilung 8 aus 
Gleichung (11) berechnen zu : 

(60) 

Die Mischungstemperatur 0, ergibt sich aus 
Gleichung (13) : 

em1 = n4 

n2n3P - (r2/rA21 ’ (61) 



1676 H. GR;iBER 

Mit dJr, = -2(r,/r, - 1) folgt mit Hilfe der kann sich die Reihenfolge fur Nu-trotz der 
Gleichungen (17), (60) und (61) : unver%ndert gtiltigen Reihenfolge fur (p,,- 

N4$$1)[1-(!!~] 
umkehren, da mit abnehmendem Radienver- 
haltnisr,/r, die Durchsatzverteilungzunehmend 

[1-;@2-“1]. 

in das wandnahe Gebiet verlagert wird. Dieser 
(62) Vorgang wirkt sich bei laminarer Stromung 

starker aus als bei der vorwiegend von wand- 

Die in den Gleichungen (58), (60), (61) und (62) nahen Vorg5ngen beherrschten turbulenten 

enthaltenen Griissen lauten : Stromung, wahrend das Rechteckprolil defini- 

5 r2’ 

~--cm-I 1 12 rl 

(634 

(63t-4 

(63~) 

An dieser Stelle sei noch auf eine Besonder- 
heit des ringformigen Querschnitts bei WBrme- 
iibertragung an der Innenwand 1 hingewiesen. 
Betrachtet man die 3 Str6mungsformen : 

laminare Striimung (Index I) 
turbulente Striimung, Pr = 0 (Index tm) 
Rechteckprofil u = konst. (Index s) 

so erh%lt man fiir alle Stromungsquerschnitte 
mit symmetrischem Geschwindigkeitsverlauf 
Nu, > Nu, > Nu, in obereinstimmung mit 
der Reihenfolge der Viilligkeit der cp-Profile, 
charakterisiert durch (cp,), = 1 > (cp,),, > (cp,,Jl 
Im vorliegenden Fall des Ringspaltes dagegen 

- 

tionsgembs ganz unbeeinflusst bleibt. Nach 
Berechnungen von Dwyer [27] erfolgt diese 
Umkehr der Reihenfolge fur Nu ab Werten 
rl/r2 < $. 

(b) Der beidseitige WIrmeaustausch.* 
Erfolgt der Warmeaustausch gleichzeitig an 

beiden Begrenzungswanden des Ringspaltes, 
so ist in den vorangegangenen Gleichungen 
fur den Warmestromdichte- und Temperatur- 
verlauf der Radius r2 durch r. und im Bereich 

- 
* Ein Verfahren unter Anwendung der Superposition 

haben Kays und Leung [30] angegeben. 
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I-,, < I < r2 anschliessend zusatzlich r1 durch 
r2 sowie y: durch yl zu ersetzen. Die durch 
dieselben Substitutionen gewonnenen 
Mischungstemperaturen 6,,,,, und 0,,, gelten 
dann jeweils von der betreffenden Wand bis 
zur Stelle rO. Dementsprechend tritt in Gleichung 
(13) an Stelle der mittleren Geschwindigkeit 
qm12 die mittlere Geschwindigkeit qmlo, die 
von der Wand 1 (r = rl) bis zum Radius rO gilt. 
Dies hat zur Folge, dass die G&se n3 nach 
Gleichung (63~) durch nj zu ersetzen ist : 

IN GLATTEN ROHREN 1677 

Die Berechnung des Halbmessers r,, an der 
Stelle a$/dy = 0 erfolgt aus einer Warmebilanz. 
Beispiele hierfiir sind in den beiden Arbeiten 
von Dwyer [28, 291 durchgefiihrt, wobei dort 
die Berechnung von Temperaturverlauf, Mi- 
schungstemperatur und Nusselt-Zahl durch 
numerische und nicht, wie in der vorliegenden 
Arbeit, durch analytische Auswertung der 
Integralgleichungen beschrieben wird. 

3.4.1.2 Ergebnisse fiir den Wiirmeiibergang bei 
q, # konst. Der Einfluss des Parameters F, 

0.i 

(634 

ABB. 14. Tenqeraturverlad ~9 = f[(r - r1)/(r2 - rl), F,] bei laminarer Striimung im 
Ringspalt, Wkmeaustausch am inneren Zylinder, fti r,/r2 = 0,40 und r,/r2 = 410. 
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ABB. 15. Mischungstemperatur 0, = f(r,/r2, F,) bei laminarer Stramung im Ringspalt fiir WLrme- 
austausch am inneren (q,,) bzw. Lusseren Zylinder (qw2). 

auf die einzelnen Grossen geht aus folgenden 
Abbildungen hervor : Fur die Temperatur- 
verteilung 0[(r - r1)/(r2 - I), F, = konst.] bei 
den beiden Radienverhatnissen r1/r2 = 0,40 
und r1/r2 = 0,lO und Wtirmeaustausch am 
inneren Zylinder aus der Abb. 14, fur die 
Mischungstemperatur &,(rI/r2, F, = konst.) aus 
Abb. 15 und fiir das Verhaltnis NuJNu, der 
Nusselt-Zahlen aus Abb. 16. 

In der inneren Ringspalthafte strebt mit 
rl/r2 + 0 das Geschwindigkeitsprofil der Recht- 
eckform zu. Der damit verbundene Ge- 
schwindigkeitsgradient (dq/dy), + cc ftihrt zu 
(d@dy), --f co, 8, = 1, Nu + cc und x, = 0. 

3.4.2 Turbulente Striimung 
3.4.2.1 Formeln fir striimungsmechanische 

es noch keine zuverlhsigen Angaben, die den 
Einfluss des Halbmesserverhaltnisses r,/r, und 
der Reynolds-Zahl Re,, auf den Verlauf der 
Impulsaustauschgrosse E&J und der Ge- 
schwindigkeit cp sowie auf den Radius ver- 
schwindender Schubspannung r, beschreiben. 
Dies gilt insbesondere fur kleine Werte r1/r2, 
bej denen die Abweichungen gegentiber der 
Striimung zwischen parallelen Platten erst deut- 
lich werden. Von Rotfus et al. [8] wurde eine 
Geschwindigkeitsverteilung angegeben, die 
durch Modifikation der wandnormalen Ko- 
ordinate dem bei Rohren gtiltigen Gesetz ge- 
horcht. Als Grundlagen der Herleitung dienen 
die Annahmen, dass eine fiir alle Werte r1/r2 
giiltige Funktion E,/V = f(u) existiert und dass 
weiterhin der Radius r, bei turbulenter Striimung 

Griissen. Ober die S&mung im Ringspalt gibt gleich demjenigen be; laminarer Striimung ist. 
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ABB. 16. Verhaltnis der Nusselt-Zahlen Nu/Nu, = f(F,, r1/r2) bei lammarer 
Striimung im Ringspalt, einschliesslich der Grenzfalle r1/r2 = 0: Rohr und 

r1/r2 = 1: Parallele Platten, asymmetrischer Warmeaustausch. 

Eine andere Darstellung der lokalen Ge- 
windigkeit im Ringspalt stammt von Bailey [9]. 
Dabei wird in dem Prandtlschen Wandgesetz 
(u, - u)/u+ = -2,5 In (2yld) der Wandabstand 
2y/d durch 1 - z~/T,,,~ ersetzt.* 
(a) Die Impulsaustauschgrosse EJV und der 
Widerstandskoeflizient [. 

Das Verfahren, welches in der vorliegenden 

* Eine neuerdings erschienene Arbeit iiber die Berechnung 
der turbulenten Geschwindigkeitsverteihmg und der Wand- 
reibung in Ringspalten, die in sehr guter Ubereinstimmung 
mit dem Experiment ist, stammt von Eifler [41]. 

Arbeit angewandt wird, unterscheidet sich von 
den beiden zuvor beschriebenen grundsatzlich : 
Ausgehend von einem Ansatz iiber den Verlauf 
der Austauschgriisse fur Impuls E Jv wird mit 
Hilfe der bekannten Schubspannungsverteilung 
das Geschwindigkeitsfeld berechnet.* Diese 
Reihenfolge ist insbesondere bei Wkmetiber- 
gangsberechnungen vorzuziehen, da hier die 
richtige Wiedergabe der s Jv-Verteilung gegen- 
tiber derjenigen ftir cp von wesentlich griisserer 

* Dieser Weg wurde such im analytischen Teil der Arbeit 
von Kays und Leung [30] beschritten. 
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Bedeutung ist. Die Berechnung der Impuls- 
austauschgr6sse aus An&Zen iiber die Ge- 
schwindigkeitsverteilung ist meist riskant. da 
letztere besonders in grijsserem Wandabstand 
sehr unempfindlich gegeniiber E,/V sind. 

Der Berechnung von E,/V werden folgende 
Annahmen zugrundegelegt (vgl. Abschnitt 2.1) : 
Das Wandgesetz Gleichung (1) wird fiir die 
wandnahen Zonen sowohl des Innen- als such 
des Aussenzylinders unvergndert iibernommen. 
Diese Annahme scheint auf Grund der Herlei- 
tung dieses Gesetzes gerechifertigt, wenngleich 
such wegen des dem Rohr und den parallelen 
Platten gegeniiber steileren Abfalls der Schub- 
spannung an der inneren Wand die zugrundege- 
legte Vereinfachung z/T,,, E 1 st%rker ins Gewicht 
fa;llt. Das Mittengesetz (2) sol1 fiir die giussere 
Ringspalthtifte ebenfalls unvertidert Giiltig- 
keit haben, mit der Begriindung, dass die 
Abweichungen der r,iz,,-Verteilung vom linea- 
ren Verlauf bei Rohr und parallelen Platten 
relativ gering sind. Bis zum Giiltigkeitsbereich 
des Wandgesetzes in der inneren Ringspalt- 
h%lfte erfolgt nun eine Anpassung in der Art, 
dass das Mittengesetz (2) in diesem Abschnitt mit 
einem ProportionalitHtsfaktor l/fi multipliziert 
wird, der durch die Bedingung (E,,Jv)~ = (E,,,/v)~ 
an der Stelle I = I, definiert ist: Aus den 
Definitionsgleichungen fiir qC1 und qCz: qel = 

u:(C - rl)/v und qe2 = z&(7-, - I&V, wobei 
u+ = ,/(z,Jp) bedeutet, folgt : 

C (rJr2)’ - (r1/r2Y Ji (r1/r2) [1 - (rc/r2)‘.i I ’ WI 

Das Mittengesetz (2) geht damit fiber in 

= &(0,5 + z:~)(I - 2:‘). (65) 
ct f 

Das eben beschriebene Verfahren : ausgehend 
von den am ehesten iiberschaubaren Verhailt- 
nissen in der Busseren Ringspalthafte auf die 
innere Ringspalthafte zu schliessen, wird nun 

such auf die Bestimmung einer charakteristi- 
schen Reynolds-Zahl sowie des Widerstands- 
koeffizienten angewandt. Neben dem den ge- 
samten Ringspaltquerschnitt erfassenden Wider- 
standskoeflizlenten [1 2 wird dabei noch zwi- 
schen zwei weiteren, den beiden Ringspalt- 
hglften zugeordneten Widerstandskoeffizienten 
i1 und i2 unterschieden. Die Definitionsglei- 
chungen fti cl, c2 und [,2 lauten: 

Wb) 

In den Gleichungen (66a) und (66b) sind fiir 
die Abschnitte 1 und 2 hydraulische Durch- 
messer & = 4 Si/Ui eingefiihrt, wobei Si den 
Striimungsquerschnitt zwischen ri und r, und 
Ui = 2xri den Umfang der betreffenden Wand 
bedeuten. Mit Hilfe der Beziehung 
~~~ = lr: - rf ( Ap/(21ri) ergibt sich u,? = 
U,i J(ii/8). Damit lassen sich die Defini- 
tionsgleichungen fi.ir 71,~ iiberfiihren in 
‘Ici = J(ri/32) ReirJ(r, + ri), wobei die Reynolds- 
Zahlen in den beiden Ringspalthtilften mit dem 
entsprechenden hydraulischen Durchmesser dhi 
gebildet sind, also: Re, = 2u,,,,(rz - ri)/(vrl) 
und Re, = 2u,,(ri - rf)/(vr,). 

Zur Bestimmung der Widerstandskoeffizien- 
ten ii wird nun von einer NHherung Gebrauch 
gemacht. Diese besteht darin, dass in der 
gusseren Ringspalthglfte 2 das durch die festge- 
legte Verteilung der Impulsaustauschgriisse E Jv 
und dem tatsgchlich vorhandenen Schubspan- 
nungsverlauf (s. Gleichung 70) eindeutig festge- 
legte Geschwindigkeitsprofil (Gleichung 72 a, 
b, c) durch dasjenige ersetzt wird, welches aus 
dem nfierungsweise giiltigen Verlauf z/T.,2 E zi 
hervorgeht. In anderen Worten: Die Ge- 
schwindigkeitsprofile zweier Striimungen dersel- 
ben Fliissigkeit in einem Rohr des Durchmessers 
d und in der tiusseren Ringspalthiilfte der Ab- 
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messung r2 - r, = d/2 sind unter der Bedingung 

=w2 = zwT naherungsweise gleich (vgl. [8]). 
Daraus folgt: ul = u;, qe2 = qcT, Re, = 

(l + rc/r2k+%n2/(PmT)ReTund~2 = bnT/%2)2~T~ 

Die in diesen und den nun folgenden Glei- 
chungen enthaltenen Grossen sind von Re, als 
charakteristischer Reynolds-Zahl abhangig, 
weshalb hierftir die Bezeichnung “aquivalente 
Rohr-Reynolds-Zahl” eingeftihrt werden ~011. 
Diese lasst sich fur eine vorgegebene und in der 
tiblichen Weise detinierten Reynolds-Zahl 
Re,, = u,,,~~ d,,lv = 2u,,,(r, - rl)/v berechnen 
zu: 

Re 
T 

= 1 - rcJr2 (PmF Re 

1 -r1/r2 (Pm12 12' 
(67) 

Der mit Hilfe der Gleichungen (66b) und (66~) 
gewonnene Zusammenhang 

Cl2 - l - rJr2 2 CT !?!!!r 
1 - O-,33 (Pm12 ( > (68) 

gestattet, den im Ringspalt zu erwartenden 
Widerstandskoeffizienten aus dem Widerstands- 
gesetz des Rohres [,(Re,) zu bestimmen. Wird 
mit [G = c,(Re,,) derjenige Widerstandsko- 
elfizient bezeichnet, den man durch formales 
Einsetzen der Ringspalt-Reynolds-Zahl Re,, in 
das Rohrwiderstandsgesetz erhalt, so folgt aus 
den Gleichungen (47) und (68) : 

2 

Fur die ebenen Platten erhah man mit 
r1/r2 = r,/r, = 1 die bereits in Abschnitt 3.2.2.1 
beschriebenen Vereinfachungen. 

(b) Die Geschwindigkeitsverteilung u/u+. 
Aus der vorgegebenen Schubspannungsver- 

teilung 

zi -= 

zwi 

1 

1 + re.li ( l+ 
1 

1 + (ri/r, - 1) 2: > 
z+ (70) 

und der durch die AnsHtze (1) und (65) fest- 

gelegten Verteilung der Impulsaustauschgriisse 
E,/V lhst sich das Geschwindigkeitsfeld durch 
Integration der Gleichung 

d(u/u + 1 ~I~, _- -.__ 
dz+ (1 + &l/V)/% 

(71) 

berechnen. Der dabei zunachst noch unbekannte 
Radius r,, der die Stelle des Geschwindigkeits- 
maximums angibt, wird aus der Bedingung 

41 = uc2 ermittelt. 
Im Gtiltigkeitsbereich des Wandgesetzes fur 

die Impulsaustauschgrosse, das vereinbarungs- 
gem&s bis zum Schnittpunkt mit dem Mitten- 
gesetz gelten ~011, ist es ratsam, fur die innere 
Ringspalthalfte folgende Unterteilung vor- 
zunehmen: Bis zum Wandabstand q1 = 15 
wird, wie tiblich, mit konstanter Schubspannung 
e = z, gerechnet. Im Bereich 15 < q1 < qsl ist 
diese Naherung jedoch infolge des insbesondere 
bei kleinen Werten r1/r2 stark ausgepragten 
Abfalls der Schubspannung bereits in Wand- 
nahe nicht mehr zulbsig, zumal such die 
Wandabstande qsl am Schnittpunkt der Kurven 
des &,/v-Wand- und Mittengesetzes gegeniiber 
dem Fall des Rohres hijhere Werte annehmen. 
Urn eine einfache Integration der Gleichung 
(71) nach Einsetzen des z,/r,,-Verlaufs (70) 
zu ermoglichen, wird die s,/v-Verteilung gem. 
Gleichung (1) durch ihre Asymptote (E,,,/v)~ = 
31 (vi - 9,53) ersetzt. 

(b.a) r,rI < 15 (oder q2 < r,7s2 fur die aussere 
Ringspalthalfte) 

Fur die Quadratur der Gleichung (71) gibt 
Reichardt [7] nach Einsetzen des von Gleichung 
(1) nur unwesentlich abweichenden Wandge- 
setzes s,/v = x[u - q, tgh (q/q,)] die Nahe- 
rungsliisung 

U 
--- = i In (1 + xv) 
U+ 

+ cl 1 -e- r q/qn _ _e-blq (72a) 
rl. J 

mit den in Abschnitt 3.1.2.1 aufgeftihrten Kon- 
stanten an. 
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(b.b) 15 < r/i < ‘1s1 
Aus den Gleichungen (70), (71) und (s,/v)r = 

x(Y/r - 9,53) folgt: 

u - u, (-----.I - 1 

u+ I x(1 + rc/rl) (ab - 1) 

x 
L 

: 1 l-bz: 
a(ab - 2) In i-I:T + 6 In r-lbz,’ 

II 

+ (ub - l)(zT - 2) 
1 

VW 

a = 1 + (l/x - 9,53)/ 
z,’ = 1 - WL~. Die 

erh& man aus 
Gleichung (72a) mit Q = 15 zu u,/u+ = 10,59. 

mit den Abkurzungen : 
qel, b = 1 - rl/re und 
Geschwindigkeit u,/u’ 

(b.c) Im Gtiltigkeitsbereich des Mittengesetzes 
(65) kann die molekulare Zahigkeit gegentiber 
der turbulenten Scheinreibung vernachlbsigt 
werden. Durch Einsetzen der Gleichungen (65) 
und (70) in Gleichung (71) folgt nach Integration* 
in den Grenzen 0. . . z,? und U,JU+ . . . ui/u+ : 

($T!C)i = !k!!$T~n(l _ z+) 

1 + z+ + ]n .____I 
1 + 2zy 

+ U,iln(l + Z+) 

+ U2i In (1 + 22: 2, + U.jj 

xln I-- jl-z)zT] 

+ U4i arctg [(J2) Zt] 
1 

(72~) 

wobei die beiden ersten Glieder in der gesch- 
weiften Klammer dem linearen Anteil der Schub- 
spannungsverteilung, also mit ~Ei/~CZ = 1 dem 
Rohr bzw. den parallelen Platten entsprechen. 

Die Koeflizienten uji lauten : 

31 - ri/rJ 

‘li = - (2- ri/r,) (1 + r&-J 

(1 - ri/r,) (3 - riire) 

a2i = (2 - ri/rc) [2 +(l---yiirc)z] 

* Inzwischen wurde such eine von Levy durchgefiihrte 
Integration dieser Gleichung bekannt [31]. 

6(1 - ri/rJ2 
Uji = - ------ ~-~--.-----.---~----~~_____~~ 

(2 - riPA (1 + ri/r,) [2 + (1 - ‘i/r,) 1 

2(J2) ( 1 - ri/rJ ri/r, 
a4i = ______~~~~~~~~~~~~~~~~, 

(1 + rilr,) [2 + (1 - ri/r,J I 

(b.d) Fur nicht zu kleine Werte des Radien- 
verhaltnisses r1/r2 kann die von Reichardt [7] 
fur das Rohr und fur parallele Platten 
hergeleitete Geschwindigkeitsverteilung des 
Gesamtquerschnitts auf den Ringspalt erweitert 
werden. 

Deliniert man eine Zusatzgeschwindigkeit 

&In + in der Weise, dass dies, an der Wand 
(x+ = 1) null wird: 

1 - (1 - ripe) z+ 
+ a3i In ._______.______~ 

rib, 

+ U4i [arctg{(J2) XT} - arctg 

und damit in Ringspaltmitte den Wert 

(73) 

u (_;i u+ i 
= 5:” [(l - uzi) In 3 - (1 + ali) 

x In 2 - uji In (rip,) - u4i arctg (J2)] (74) 

annimmt, so folgt unter Beachtung von 
1 - X+ = ‘li/Qi 

= konst. (75) 

Aus dieser Gleichung geht hervor, dass fur 

VcilVc2 z l die Geschwindigkeitsdifferenz 
(u - U,)i/U+ dem aus dem Wandgesetz fol- 
genden logarithmischen Gesetz [(u - u,)/u+] i = 
l/x In yli + c2 gehorcht. Die Bedingung qCi/~C2 g 
1 ist in der ausseren Ringspalthalfte verein- 
barungsgemass immer, in der inneren dagegen 
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nur bei Halbmesserverhahnissen nahe ems 
erftillt. In diesen Fallen kiinnen das Mitten- 
gesetz (72~) und das Wandgesetz (72a) kom- 
biniert werden, indem in letzterem anstelle von 
u/u+ die Geschwindigkeitsdifferenz (U - ~,)i/U+ 
eingesetzt wird. Dies ist zulbsig, da im 
wandnahen Gebiet, dem Gtiltigkeitsbereich des 
Wandgesetzes also, die Zusatzgeschwindigkeit 
u, klein gegentiber u ist (a,, = 0). Die Gleichung 
fur den Geschwindigkeitsverlauf tiber den 
gesamten Querschnitt einer Ringspalthalfte 
lautet demnach : 

1,5(1 + z+ 2, 
In (1 + xrj) + In T+2zF- 

I 

+ a 
3i 

ln 1_ t1 - rilrc) zi+ 

rilrc 

+ a4i [arctg {(J2) z+} - arctg(J2)] I 
J 

. (76) 

Die mit den Koeftizienten aji behafteten Glieder 
dieser Gleichung, die fur rl/r2 = 1 s&ntlich null 
sind, geben die Abweichungen gegentiber dem 
von Reichardt fur das Rohr bzw. fur parallele 
Platten aufgestellten Geschwindigkeitsgesetz 
(46) an. 

(c) Der Radius r, 
Nach Kenntnis des Geschwindigkeitsverlaufs 

in den beiden Ringspaltha.lften lasst sich nun 
die Stelle mit verschwindender Schubspannung, 
also maximaler Geschwindigkeit, berichnen. 
Die Bestimmungsgleichung fur t-Jr2 (r1/r2, Re,) 

ergibt sich aus der Bedingung u,i = uC2 : 

1.06 

0991 / I I I llllll I I I I I1111 I\ 
104 2 3 4 5 6 783105 2 3 4 5 6 7 8 9106 2 3 

Re 

ABB. 17. Verhiltnis der Widerstandsbeiwerte [, ,/[G = f(Re, rJrJ bci der turbulenten Striimung 
im Ringspalt. 



1684 H. GRXBER 

wobei, ausser den bereits bekannten Grossen, 

(u, - %)/a+ und (a, - u,)/u+ die Zahlenwerte 
der Gleichungen (72b) bzw. (72~) fur den Mitten- 
abstand z,> = 1 - q,JqC1 bedeuten. 

3.4.2.2 Ergebnisse fti str&nungsnlechanische 
Griissen. 
(a) Der Widerstandskoefbzient. 

Die nach Gleichung (69) berechneten Ver- 
haltniswerte [,,/CG sind in Abb. 17 in Abhangig- 
keit von der Reynolds-Zahl (Abszissenskala 
unten, rl/r2 = konst.) bzw. in Abhangigkeit 
vom Radienverhaltnis r1/r2 (Abszissenskala 
oben, Re = konst.) dargestellt. Der Quotient 
[,,/c,’ bleibt fur den gesamten Bereich der 
Radienverhahnisse r1/r2 = 0.. . 1 unterhalb des 
Wertes 1,08. Fur rl/r2 > $ und Re > 3. lo4 
betragen die Abweichungen gegeniiber der 
Ngiherung i&,’ = 1,095 - 0,078(r1jrJ 
weniger als 1 Prozent. 

Messungen von Brighton et al. [lo] ergaben 
fur 3 von Wasser durchstromte Ringspalte 
(II/r2 = 0,118 - 0,200 - 0,400) fur den Bereich 
niedriger Reynolds-Zahlen (Re < 17000) Werte 

ilZ/i:: zwischen 1,06 und LO8 und fur 4 von 
Luft durchstriimte Ringspalte (r1/r2 = 0,562 - 
0,375 - 0,125 - 0,0625) bei Re = 30000.. . 
327000 Werte zwischen 1,OO und 1,lO. Aus den 
Messungen von Rothfus et al. [32] wurden 
diese Quotienten fur r, Jr, = 0.650 und Re = 

10000.. . 15000 zu 1,05 und fur r1/r2 = 0,162 
und Re = 4000 . . .20000 zu 1,12 bestimmt. Die 
Ergebnisse dieser experimentellen Unter- 
suchungen sind also in ubereinstimmung mit 
der Theorie. Wesentlich hiihere Widerstands- 
koeflizienten ergaben dagegen Messungen von 
Presser et a/. [33] in 3 von Stickstoff und 
Kohlendioxyd durchstromten Ringspalten : 

y; =y3 - 120 - 1,32 fiir r,/r2 = 

-3-s 

(b) Die Geschwindigkeitsverteilung. 
In Abb. 18 ist im Abschnitt rI < r < r, fur 

das Radienverhaltnis rl/r2 = 0,40 die mit der 
Gleichung (76) berechnete Geschwindigkeits- 
verteilung cp = f[(r - r1)/(r2 - rl), Re = 
konst.] dargestellt. Die Unterschiede der mit 
den Gleichungen (72a, b, c) einerseits und mit 
Gleichung (76) andererseits fur die innere 
Ringspalthalfte berechneten Geschwindigkeits- 
profile cp sind fiir r1/r2 = 0,125 und r,p, = 
0,0625 aus derselben Abbildung zu entnehmen. 
Dabei sind zum Vergleich such die von Brighton 
et al. [lo] an Luft gemessenen Geschwindig- 
keitsverteilungen eingezeichnet. Die Uberein- 
stimmung der mit (76) berechneten Geschwindig- 
keitsprolile cp ist gegentiber (72a, b, c) 
etwas besser. Im Gegensatz hierzu kommen in 
der Form u/u ’ = j’(q), die mit Gleichung (72a, 

Tabelle 5. Koeffizienten a und c des bei turbulenter StrCnung fir q > ” niiherungsweise giiltigen logarithmischen Geschwin- 
digkeitsgesetzes u/u’ = a In q + c, angewandt auf die innere Htilfte uon Ringspalten (r, < r < re, r,jr, = 0,7 - 0,4 - 0,2 - 0,l) 
und auf Rohrbiindel (Dreieckanordnung, p/d = 1,25 - 1,60 - 1,95 - 3,50): a, und C, in Abhiingigkeit von der iiquivalenten 
Rohr-Reynolds-Zahl Re,, a und c dagegen Mittelwerte fur den Bereich Re, = 10“ .3. lo6 [zugrundegelegte Geschwindig- 

keitsuerteilung gem& Gleichung (72a, b, c), Werte in Klammern gem&s Gleichung (76)] 

rl/rz p/d 
Re, 

104 a, 
C, 

IO5 a, 
c, 

10h a, 
c, 

104- a 
3. 100 C 

0,7 0,4 0,2 0,l 1,25 1.60 1,95 3,50 

2,76 (2,66) 2,13 (2,18) 1,45 (1,63) 0,87 (1,lO) 2,66 2,25 1,97 1.16 
3,86 (4,51) 5,72 (5,60) 7,39 (6,65) 8,67 (7,69) 4,40 6.18 7.3 1 10.4 
2,55 (2,57) 2,14 (2,29) 1,66 (1,91) 1,23 (1,52) 2,50 2,26 2,06 I,>/? 
4,07 (3,91) 5,41(4,41) 6,97 (5,26) 8,27 (6,34) 4,58 5,83 6,89 9,61 

2,43 (2,45) 2,16 (2,26) 1,86 (2,Ol) 1,58 (1,75) 2,43 2,29 2,18 1,88 
4,55 (4,38) 5,41 (4,52) 6,39 (4,98) 7,32 (5,75) 4,96 5,80 6,48 8,25 

2,39 (2,39) 2,17 (2,22) 1,94 (2,02) 1,78 (1,86) 2,40 2,29 2,21 1,99 
5,03 (4,98) 5,38 (4,86) 5,53 (4,78) 5,33 (4,62) 5,23 5,79 6,21 7,08 
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Brighton ( 1964) 9.56 X IO 
Brighton (1964) 1.94X IO 
Glg_(72 o.b,c) I 46X IO5 

Brighton (1964) 6. 
Brqhton C 1964) I 
Glg (720,b.c) I6OXIO 

0.6 

0.40 u 01 I 02 1 o-3 I 0.4 L 0.5 I 0.6 1 0.7 / 0.6 I o-9 I 

ABB. 18. Vergleich der fiir die turbulente Striimung im 
Ringspalt mit Hilfe der Gleichungen (72a, b, c) bzw. (76) 
berechneten und an Luft von Brighton et al. [lo] experi- 
mentell ermittelten Geschwindigkeitsverteilungen cp = 

f[(r - r,)/(r, - r,), Re, r,/rJ. 

b, c) ermittelten Geschwindigkeiten den 
gemessenen Werten naher. Die Messpunkte 
u/u+ = f(q) nach [lo] liegen im Vergleich zur 
Theorie etwas hiiher. Sehr gut wird dagegen der 
Ejnfluss der Reynolds-Zahl wiedergegeben : 
Beim Radienverhaltnjs r1/r2 = 0,562 njmmt 
u/u+ mit steigendem Re leicht ab, wahrend bejm 
kleineren Radienverhaltnis rr/r? = 0,0625 u/u+ 
mit steigendem Re zunimmt. Beiden Werten 
r1/r2 gemeinsam ist die Tatsache, dass der 
Ejnfluss der Reynolds-Zahl auf u/u+ = f(q) 
mit zunehmendem Re zuriickgeht. 

An der unteren Grenze der Gtiltigkeit des 
logarithmischen Geschwjndigkeitsgesetzes, d.h. 

bei q g 30, ist such der Einfluss des Radien- 
verhtiltnjsses rl/r2 auf u/u+ nur noch gering. 
Diese Tatsache wurde von Roberts [31] und 
von Kays et al. [30] dazu verwandt, die von 
rljrz abhtigigen Koefbzienten a und c der 
Beziehung u/u + = a In q + c zu bestimmen. 
Die in der vorliegenden Arbeit aus den Werte- 
gruppen u/u’, q, Re, rl/r2 nach dem Verfahren 
der klejnsten Fehlerquadrate ermittelten Ko- 
efizienten a und c sind in Tabelle 5 aufgefuhrt. 

(c) Der neutrale Radius. 
Der aus Gleichung (77) durch Iteration 

bestimmte Wert des neutralen Radius r, ist 
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in Tabelle 6 in Abhangigkeit von z,/r, und von Untersuchungen 2 Prozent. Bei der laminaren 
Re, angegeben (in dieser Tabelle sind such die Striimung ergibt sich rc/r2 = 0,424, ein Wert 
aus Gleichung (67) berechnete Reynolds-Zahl also, der im Vergleich zur turbulenten Striimung 

Relz sowie die mittlere Geschwindigkeit (p,,, urn etwa 25 Prozent hiiher liegt. 
enthalten). Der Einfluss der Reynolds-Zahl 
wird erst bei Annaherung an sehr kleine Radien- 
verhaltnisse r1/r2 sptirbar, und zwar in dem Sinn, 
dass der Quotient rc/r2 mit steigendem Re 
kleiner wird. Dieses Ergebnis ist in Ober- 
einstimmung mit den von Brighton et al. [lo] 
an Luft in Ringspalten mit den Radienverhalt- 
nissen rl/r2 = 0,562 - 0,375 - 0,125 - 0,0625 
durchgeftihrten Messungen. Fur rl/rz = 0,0625 
ergaben sich beispielsweise Messwerte von 
r,/r, = 0,339 (Re = 95800) und r,/r2 = 0,332 
(Re = 327000). Durch Interpolation der in 
Tabelle 6 enthaltenen Werte erhalt man fur 
r,/r2 = 0,0625 folgende Ergebnisse: rJrt = 
0,336 (Re = 95800) und r,p, = 0,329 (Re = 
327000). Die Absolutwerte aus Theorie und 
Experiment unterscheiden sich also nur urn 
1 Prozent, der relative Unterschied fur die 
genannten Reynolds-Zahlen betragt in beiden 

Von Kays et al. [30] wurde unter Verwendung 
von Versuchsergebnissen mehrerer Autoren 
empirisch eine Gleichung fur rC/r2 aufgestellt. 
In der doppeltlogarithmischen Darstellung von 
(r, - rl)/(r2 - rJ = f(rl/rz) liessen sich die 
Messergebnisse naherungsweise durch eine 
Gerade mit der Neigung nK = 0,343 wieder- 
geben. Die Giiltigkeit dieser NHherung wird 
durch die Theorie bekraftigt. Die fur 13 Radien- 
verhlltnisse im Bereich r1/r2 = 0,7. . .0,03 und 
bei jeweils 7 Reynolds-Zahlen im Bereich 
Re, = 4. 103.. . 3 . lo6 ermittelten Wertepaare 
rJrz, rl/rz ergaben nach dem Verfahren der 
kleinsten Fehlerquadrate eine mittlere Neigung 
von n = 0,3336 bei einer mittleren quadratischen 
Abweichung von 3,0 Prozent. Die Stelle des 
Geschwindigkeitsmaximums lbst sich also mit 
ausreichender Genauigkeit aus folgender 
Gleichung berechnen : 

Tabelle 6. Reynolds-Zahl Re,,, neutraler Radius r, ‘r2 und mittlere Geschwindigkeit cp, in Abhbngigkeit von der iiquivalenten 
Rohr-Reynolds-Zahl Re, und vom Radienverhdltnis r1/r2 bei turbulentrr Striimung im Ringspalf 

Re, r,ir, 0,70 0,40 0.20 0,lO 0,05 0,03 

4. lo3 

lo4 

3. lo4 

105 

3. lo5 

lo6 

3. lo6 

~___ 

8,66. lo3 
0.8433 
0.8330 

2,ll. lo4 
0,8432 
0,8586 

6,22. lo4 
0,843O 
0,8793 

2,04. 10’ 
0,8428 
0,8948 

6,08. lo5 

0,8427 

0,9053 

2,Ol. lo6 
0.8425 
019143 

6,OO. lo6 
0,8424 
0,921O 

8,05. lo3 
0,6648 
0,8284 

1.96. lo4 
0,6642 
0,855O 

5,77. 104 
0,663l 
0,8762 

1,89. lo* 
0,6619 
0,8921 

5,62. 10’ 

0,6609 

0,9028 

1,86. lo6 
0,6597 
0,912O 

5,53. lo6 
0,6587 
0,9189 

7,30. 103 
0,5 139 
0,8171 

1.78. lo4 
0.5128 
0,845O 

5,24. lo4 
0,5101 
0,8673 

1,72. lo5 
0,5067 
0,8839 

5,08. lo5 

0,5036 

0,895l 

1,67. lo6 
0,5004 
0,9047 

4,97. 106 
0,4976 
0,9118 

6,58. lo3 
0.4047 
0;8019 

1,62. IO4 
0,4045 
0,8321 

4,75. lo4 
0,4001 
0,8557 

1,55. lo5 
0,3942 
0,873 1 

4,59. lo5 

0,3889 

0,8849 

1,51 lo6 
0,3835 
0,895O 

4,48. lo6 
0,3791 
09026 

5,93. 103 
0,317o 
0,7856 

1.47. lo4 
0,3197 
0,8188 

4,33. lo4 
0,3 154 
0,8438 

1,42. lo5 
0,3077 
0.8623 

4,19. lo5 

0,3007 

0,8747 

1,38 lo6 
0,2939 
0,8853 

4,09. 106 
0,2855 
0,8935 

5,51. 10) 
0,2609 
0,7743 

1,38. 10” 
0.2670 
0,8099 

4.09. lo4 
0.2642 
0,8361 

1.34. 105 
0,2563 
0,8553 

3.95. lo5 

0.2487 

0,868 1 
1,30. lob 
0,24 13 
0.8792 

3,86. 10’ 
0,2356 
0.8877 
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rc rdrz + hP2)+ Vergleich zum Rohr zu grosseren llngenauig- 
-_= 
12 1 + (r1/r2Y * 

t7*) keiten. Werte der Mischungstemperatur 0, 
sind in Tabelle 7 ftir qw = konst. und in Tabelle 8 

3.4.2.3 Ergebnisse fti den Wlirmeaustausch. fur qw # konst. zusammengestellt. 
(a) Die Temperaturverteilung. 

In Tabelle 1 sind die Koeftizienten a und (b) Die Nusselt-Zahl. 
c(Pr’) der Beziehung (48) aufgeftihrt. Die Bei einseitigem W%-meaustausch im Ring- 
Anwendung des hier nur formal tibernommenen spalt stellt der Fall paralleler Platten, 
logarithmischen Temperaturgesetzes ftihrt im asymmetrischer Warmeaustausch (PAS), den 

Tabelle 7. Mischungstemperatur 0, fiir turbulente Striimung in Ringspalten bei konstantem Wiirmefluss in Abhiingigkeit van 
der Prandtl-Zahl Pr+, van der Reynolds-Zahl Re und vom Radienverhii[tnis r,/r2 fiir Wiirmeaustausch am inneren [(r,/r,),] 

bzw. iiuseren Zylinder [(r,/r,),] 
_~__ ~___ 

rl 0 5, 

037 

0,4 

0,2 

OJ 

)‘l 

(-1 r2 2 

037 

034 

032 

091 

Re 
Pr+ 

0 0,Ol 0,03 OJ 1 10 100 

8,05. lo3 0,732 0,736 0,743 0,762 0,852 0,951 0,989 
5,77. lo4 0,722 0,736 0,754 0,786 0,871 0,954 0,990 
5,62 lo5 0,718 0,768 0,795 0,826 0,889 0,957 0,990 
5,53. lo6 0,715 0,814 0,836 0,858 0,904 0,959 0,990 

7.30. lo3 0,781 0,784 0,790 0,808 0,887 0,964 0,993 
5,24. lo4 0,774 0,787 0,803 0,831 0,904 0,968 0,993 
5,08. lo5 0,771 0,816 0,840 0,866 0,919 0,970 0,993 
4,97. lo6 0,769 0,856 0,876 0,894 0,931 0,972 0,993 

6,58. lo3 0,832 0,835 0,841 0,857 0,923 0,978 0,995 
4,75. lo4 0,828 0,840 0,855 0,880 0,938 0,981 0,996 
4,59. lo5 0,827 0,867 0,888 0,910 0,950 0,982 0,996 
4,48. lo6 0,826 0,903 0,919 0,933 0,958 0,984 0,996 

9,05. lo3 0,870 0,873 0,879 0,894 0,949 0,987 0,997 
6,50, 10“ 0,869 0,880 0,894 0,916 0,962 0,989 0,998 
6,37. lo5 0,869 0,906 0,925 0,943 0,971 0,991 0,998 
6,30. lo6 0,869 0,938 0,950 0,960 0,977 0,992 0,998 

8,05. lo3 0,671 0,675 0,683 0,705 0,811 0,934 0,986 
5,77. lo4 0,657 0,673 0,694 0,731 0,834 0,939 0,987 
5,62. lo5 0,650 0,710 0,742 0,778 0,856 0,942 0,987 
5,53. lo6 0,646 0,764 0,790 0,817 0,874 0,945 0,987 

7,30. 103 0,630 0,635 0,644 0,669 0,788 0,926 0,984 
5,24. lo4 0,613 0,632 0,656 0,698 0,814 0,932 0,985 
5,08, lo5 0,605 0,674 0,711 0,752 0,839 0,936 0,985 
4,9-I. lo6 0,601 0,736 0,766 0,796 0,860 0,940 0,986 

6,58. lo3 0,595 0,600 0,610 0,638 0,771 0,921 0,983 
4,75. lo4 0,576 0,597 0,625 0,673 0,801 0,928 0,984 
4,59. 105 0,567 0,646 0,688 0,734 0,830 0,933 0,985 
4.48. lo6 0,562 0,717 0,750 0,783 0,853 0,937 0,986 
9,05. 10” 0,575 0,581 0,592 0,623 0,765 0,920 0,982 
6,50. 10“ 0,554 0,579 0,609 0,661 0,799 0,929 0,985 
6,37. lo5 0,545 0,633 0,679 0,728 0,830 0,934 0,985 
6,30. lo6 0,540 0,711 0,746 0,781 0,853 0,938 0,987 
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Tat&e 8. Auf die Nusselt-Zahl bei konstantem Wiirmefluss Nu, bezogene Nusselt-Zahl Nu sowie Mischungstemperatur tI,,, in 
Abhiingigkeit vom Parameter der Wiirmeflussoerteilung F,, van der Prandtl-Zahl Pr+ und van der Reynolds-Zahl Re hei 

turbulenter Striimung in Ringspalten, Wiirmeaustausch am inneren (q,,) bzw. iiusseren Zylinder (qw2) 

Pr+ Re 

0,Ol 7.30. lo3 
5,24. lo4 
5,08. 10’ 
4,97. lo6 

7.30. lo3 
5,24. lo4 
5,os. lo5 
4,97. IO6 
7.30. lo3 
5.24. 10’ 
5,08. 105 
4.97. lo6 

0,Ol 6,58. lo3 
4.75. lo4 
4,59. lo5 
4.48. IO6 
6,58. lOA 
4.75. lo4 
4.59. lo5 
4.48. lo6 
6,58. lo3 
4,75. lo4 
4,59. lo5 
4.48. lo6 

0.01 9,05. lo3 
6,50. lo4 
6,37. lo5 
6,30. lo6 

9,05. 103 
6,50. 10” 
6.37. lo5 
6,30. lo6 

9,05. lo3 
6,50. lo4 
6.37. 10’ 
6.30. lo6 

FO NuiNu, 

rl:rz = 0,4(q,,) 
8.00 1.246 

11248 
1,186 
1,115 

0 0,915 
0,915 
0,938 
0,964 

- 1,40 0,600 
- 1.40 0,618 
- 1,60 0,674 
-2.10 0,704 

r1’r2 = 0.2(qw,) 

0,828 
0,830 
0,854 
0,886 

0,768 
0,771 
0,802 
0,847 

0,702 
0,710 
0,740 
0,772 

8,W 1,181 
1,179 
1,126 
1.072 

0 0,945 
0,946 
0,964 
0,981 

- 1,95 0,640 
- 2,05 0,629 
- 2,45 0,667 
-3,25 0,775 

rdrz = 0,l (qw13 

0.867 
0,870 
0.892 
0,920 

0,824 
0,830 
0,859 
0,899 

0,761 
0.766 
0,791 
0,842 

8,00 1,126 0,897 
1,121 0,901 
1,079 0,922 
1,039 0,947 

0 0,965 0,867 
0,967 0,874 
0,980 0,902 
0,991 0,936 

- 2,65 0,633 0,795 
- 2,70 0,726 0,824 
- 3,50 0,669 0,828 
- 4,50 0,909 0,915 

Fo NuiNu, “, 0 

rl/r2 = 0,4(q,J 
8,OO 1,347 0,718 

1,351 0,715 
1.266 0,753 
1.175 0,804 

0 0.826 0,592 
0,823 0,589 
0,868 0,634 
0,920 0,704 

-0,65 0,454 0,504 
-0,65 0,436 0.497 
-0,70 0,548 0,539 
-0,85 0,683 0.610 

r1:g2 = 0.2 (qw.z) 

8,OO 1.347 0,692 
1,350 0,690 
1,263 0,733 
1,166 0,791 

0 0,807 0,549 
0,806 0,545 
0,858 0,597 
0.917 0.679 

-0,50 0,507 0,472 
- 0,45 0,558 0,48 1 
- 0,50 0,657 0.530 
- 0,70 0,73 1 0,594 

r,,ir2 = O,l (qw2) 

8300 1,341 0,678 
1,344 0,676 
1,256 0,724 
1,159 0,787 

0 0,799 0,524 
0,798 0,521 
0,856 0,580 
0,919 0,67 1 

- 0,40 0,565 0,459 
- 0,45 0,484 0.436 
- 0,50 0,614 0,495 
- 0,70 0,704 0,565 

Grenzfall mit r1/r2 = 1 dar. Aus diesem Grund enthaltenen Quotienten Nu/Nu, = f(Re, PI-+, 
wurde fi.ir die Auftragung der Nusselt-Zahlen r1/r2, F,) hervor. 
fti den Fall q, = konst. die Form Nu/Nu,*s = Fiir den Bereich kleiner Prandtl-Zahlen sind 
fU% Pr’, r1/r2) gew&lt. Der Einfluss des in Abb. 19 in Abhgngigkeit vom RadienverhBlt- 
Parameters F, geht aus den in der Tabelle 8 nis r,/rz fi,ir qwl = konst. und fiir q,,,* = konst. 
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die Koeffizienten a, b und c der Naherungs- 
gleichung Nu = a + b(RePr+)” aufgetragen. Die 
mittleren quadratischen Abweichungen von den 
fur Pr+ = 0,Ol und Pr+ = 0,03 berechneten 
Werten Nu betragen fur die 4 Radienverhalt- 
nisse rl/r2 = 0,7 - 0,4 - 0,2 - 0,l jeweils 2,2 
Prozent. Was die Ergebnisse aus Messungen 
an Fhissigmetallen anbetrifft, so lassen die 
bisher bekannt gewordenen Arbeiten noch 
keinen zuverlhsigen Aufschluss tiber den Ein- 
fluss des Radienverhaltnisses auf die Nusselt- 
Zahl erkennen. 

In Abb. 20 ist Nu/Nu,, uber r2/r1 in doppelt- 
logarithmischen Koordinaten aufgetragen. In 
dieser Darstellung nehmen die Kurven fur hohe 
Prandtl-Zahlen einen nahezu linearen Verlauf 
an. 

Fur mittlere bis grosse Prandtl-Zahlen lassen 
sich aus den berechneten Nusselt-Zahlen eben- 
falls Naherungsgleichungen angeben. Dazu wird 

wieder die Beziehung (45) herangezogen, deren 
Herleitung zwar, wie bereits erwahnt, fur den 
Fall des Ringspalts nicht gilt. Der Vorteil 
dieser Beziehung, der darin besteht, den Ein- 
fluss der Prandtl- und der Reynolds-Zahl tiber 
einen grossen Bereich zuverlbsig zu beschreiben, 
kann jedoch such beim Ringspalt genutzt 
werden, wenn anstelle der Widerstandsbeiwerte 
[, und c2 fiktive Widerstandsbeiwerte cF ein- 
geftihrt werden. Diese sind so deliniert, dass sie 
die Gleichung (52) mit f(Pr+) = fPAs (Pr’) 
befriedigen (A = 0,58). Mittelwerte der Funk- 
tion iF1 = f(Re, Pr+, rljrz) sind in Abb. 21 
fur den Fall, dass der Warmeaustausch an der 
inneren Wand stattfindet, in der Form iF,/[: = 

fARe, r1/r2 = konst.) (Abszissenskala unten) 

und LiC; = f2(r,irl, Re = konst.) (Abszissen- 
skala oben) dargestellt. Fiir [,,/[,’ lasst sich 
folgende im Bereich 1 < rz/rl < 10 gtiltige 
Naherungsgleichung aufstellen : 

I I I I II/l I I I lllll~ I 
104 2 34 5 G 7 8 9105 2 34 5 6 7 B 9106 2 3 

ffe 

Am 21. Fiktiver Widerstandsbeiwert [rI/[: = f(Re, r,irJ zur angengherten Wiedergabe 
der Nusselt-Zahlen in der Form Nu = RePr+([,,/8)/[1 + lO(Pr+ - 0,58) (Prf)-o*Z2 

&,Is)l. 
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[0,18 - 0,0171g(Re)]. (79) 

Fur den Vergleich der in der vorliegenden 
Arbeit berechneten Nusselt-Zahlen mit experi- 
mentell an Fltissigkeiten mittlerer Prandtl- 
Zahl ermittelten Ergebnissen eignet sich die 
Auftragung der Abb. 20 am besten, da in der 
Mehrzahl der experimentellen Arbeiten der 
Einfluss des Radienverhaltnisses auf die Nusselt- 
Zqhl durch eine Beziehung der Form Nu h 
(rZ/rl)n angegeben wird. Die Werte der Ex- 
ponenten n weisen dabei allerdings betrachtliche 
Unterschiede auf. 

Von Walger [34] wurde nach Auswertung 
von Messergebnissen mehrerer Autoren die 
Beziehung Nu, = 0,021 (rz/r1)0v45 Re0s8 Pr* 
empfohlen. Die Streuungen der Messergebnisse 
in bezug auf die dieser Gleichung ent- 
sprechenden Kurve betrugen allerdings f 20 
Prozent. Der Betrag dieser Streuungen liegt 
also ungefiihr in derselben Hohe, wie nach der 
Theorie ftir den Einfluss von r1/r2 auf Nu zu 
erwarten ist. Aus der zuvor genannten Formel 
ergibt sich im Vergleich zur Theorie ein wesent- 

‘*16 fiir Pr+ _ 1o - 
(804 

fur Pr+ > 100. 

(804 

Neuere experimentelle Untersuchungen 
bestatigen den aus der Theorie sich ergebenden 
Zusammenhang Nu(r,/r,). Von Judd et al. [35] 
wurden in 6 Ringspalten mit den Radienverhalt- 
nissen r2/r1 = 15 - 2,0 - 25 - 3,0 - 35 - 
4,0 Warmetibergangsmessungen an Wasser 
durchgeftihrt (Be = 20000. . .120000). Fiir 
diesen r,/r,-Bereich ergab sich Nu h (r2/r1)0*25. 
Der Wet-t des Exponenten n = 0,25 stimmt in 
etwa mit der aus Abb. 21 zu entnehmenden 
Neigung n’ = 0,23 an die Kurve Nu/Nu~AS 
fiir Pr+ = 1 - Re = 3. lo4 - 1,5 < r2/r1 < 4 
tiberein. Die auf die Nusselt-Zahl Nu,,, fur 
das Radienverhlltnis r2/r1 = 1,5 bezogene 
Nusselt-Zahlen Nu sind ftir Re = 3. lo4 in der 
nachfolgenden Tabelle mit den analytisch ge- 
wonnenen Ergebnissen verglichen (Pr+ = 1). 

r2lr1 1s LO 2s 370 3,5 4.0 
Judd et al. [35] Nu!Nu,s l@ l@ 1,08 1,14 1,19 1,23 
Vorliegende Arbeit Nu/Nu,,, LOO 1,06 1,ll 1,15 1,20 1,25 

lich starkerer Einfluss von r2/r1 auf Nu. Aus 
Abb. 21 lassen sich fiir den Bereich r2/r1 = Die Ergebnisse der von Presser et al. [33] 
1 . . . 10 ntierungsweise folgende Beziehungen durchgeftihrten Messungen des Warme- 
entnehmen (gemittelt tiber Re) : austauschs an Kohlendioxyd und Stickstoff 

Nu 
-= 
N~PAS 

0,94 ‘z 
0 

0.25 werden anschliessend, ebenfalls in der Form 

rl Nu/Nu,,,, den fiir Pr+ = 1 und Re = 3. lo5 

fur Pr+ = 1 (r2/r1 = 2,5.. . 10) 
(80a) berechneten Werten gegentibergestellt. 

Presser et al. [33] 
Vorliegende Arbeit 

r&1 1,5 2,O 2,61 

NulNu,,, l,W 1,02 1,15 

NulNu,., l,W 1,05 1,12 

Nu r2 o*‘s ----_= - 
(> NUPM rl 

Absolutwerte der von Kays et al. [30] 
gemessenen Nusselt-Zahlen sind in der folgenden 

fur Prf = 1 (r2/r1 = 1.. .2,5) (80b) Tabelle mit den in der vorliegenden Arbeit 
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berechneten Wet-ten verglichen (Pr = 0,7 - Rohre bezeichnet wird. Fur quadratisch ange- 
Re = 40000). ordnete Rohre ist der in entsprechender Weise 

rl’r2 0 

Kays et al. [30] Nu, 
Nu, 87,0 

Vorliegende Arbeit 
NU; 

Nh 85,8 

Die tibereinstimmungerweist sich, insbesondere 
fur den wichtigen Fall q,, = konst., als recht 
gut. Der Einfluss des Halbmesserverhaltnisses 
r1/r2 auf Nu, ist in [30] im Vergleich zu den 
alteren experimentellen Arbeiten wesentlich 
geringer. Die Ergebnisse der theoretischen 
Untersuchungen von Kays et al. decken sich 
ausgezeichnet mit deren Messungen, die Falle 
mit beidseitigem Warmeaustausch inbegriffen. 

3.5 Das Rohrbiindel 

Wie bereits in der Einleitung vermerkt, wird 
zur Berechnung der Strijmung und des Warme- 
tibergangs ltigs Rohrbundeln das bereits von 
Lyon [ 111 angewandte Verfahren tibernommen, 
welches das Hexagon verschwindender Schub- 
spannung durch einen Kreis gleichen Flachen- 
inhalts ersetzt. Der Radius re dieses Kreises folgt 
aus der Beziehung 

wobei mit p der Achsabstand zwischen den im 
Dreieck angeordneten Rohren und mit d und 
r1 der aussere Durch- bzw. Halbmesser dieser 

0,192 0,255 0,375 0,500 
97,0 93,0 84,5 81.0 
81,5 79,5 76,0 76.0 

103,l 92,8 86,2 81,l 
76.1 74,4 73,6 72.5 

definierte Halbmesser r, aus der Gleichung 
(r,ir,)n = 1,127 p/d zu berechnen, mit p als 
Seitenlange des aus den Rohrachsen gebildeten 
Quadrats. Das Ersetzen des ein jedes Rohr 
umgebenden seitengleichen Rechtecks ver- 
schwindender Schubspannung durch einen 
flachengleichen Kreis bedeutet hier nattirlich 
eine wesentlich deutlichere Abkehr von den 
tatsachlich vorliegenden Verhaltnissen, als dies 
beim Hexagon der Dreieckanordnung der Fall 
ist. (Die fur Dreieckteilung berechneten 
numerischen Ergebnisse kiinnen ftir die qua- 
dratische Teilung mit dem Abstandsverhaltnis 
(p/dlo = 0.932 (p/d), iibernommen werden.) 

Unter diesen Vereinfachungen lassen sich 
die striimungsmechanischen Grossen direkt aus 
den fur die innere Halfte des Ringspaltes 
geltenden Gleichungen bestimmen. 

3.5.1 Lmrinare Striiruung 
3.5.1.1 Exakte Berechnung ftir qw = konst. 

Fi.ihrt man die in Abschnitt 3.4.1.1 (Ringspalt) 
beschriebenen Berechnungen fiir das Rohr- 
biindel durch, so erh5lt man folgende 
Ergebnisse : 

(a) Fur den Warmestromdichteverlauf: q/q, = n,/n, mit 

4 = y+’ [In y+’ - (r,/rCj2 y+‘/2 + (r,;r,j2 - 11 + [ln(r1/rJ2 + 3!2]/(r,/r,)2 - 1 (82a) 

und 

n2 = y+((r,/rJ2/2 - 2 + [ln(r,lr,)2 + 3i211(rI/r,)2) Wb) 
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(b) Fur den Temperaturverlauf: 8 = n,/n, mit 

1693 

3 r.1 2 
n3 =4 rc (__) -2_y+?[Iny+2-~(::)2y+2+01_*] 

und 

Fiir die Mischungstemperatur: 8, = n5/n6 mit 

und 

(d) Fiir die Nusselt-Zahl: Nu = q/n, mjt 

und 

3.5.1.2 Ergebnisse ftir den Wiirmeiibergang bei 
qw # konst. Als Beispiel fur die Abhangigkeit 
der Temperaturverteilung vom Parameter der 
Warmeflussverteilung F, ist in Abb. 22 die 
Funktion 0 = f[(r - rl)/(re - r,),F, = konst.] 
fur p/d = 1,651 (Dreieckteilung) dargestellt. 

Der Einfluss des Parameters FO auf die 

Nusselt-Zahl geht aus Abb. 23 hervor: 
Nu/Nu, = f(F,, p/d = konst.). In dieser Abbil- 
dung ist such die Zuordnung p/d - r1/r2 durch 
einige Wertepaare angegeben. 

3.5.2 Turbulente StrZimung 
3.5.2.1 Formeln fti striimungsmechanische 

Griissen. Die in Abschnitt 3.4.2.1 ftir den Ring- 

D 
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ABB. 22. Temperaturverlauf 6 = f[(r - ri)/(rc - rJ, F,] bei laminarer Striimung 1Pngs 
eines Rohrbiindels mit p/d = 1,61 (Dreieckanordnung). 

spalt hergeleiteten Beziehungen, die ihrerseits 
auf den fur das Rohr giiltigen Zusammenhangen 
basieren, kiinnen nun noch auf die Striimung 
1Zngs Rohrbtindeln erweitert werden. Die 
gemeinsame Kenngriisse bei dieser Verkettung 
Rohr-Ringspalt-Rohrbiindel ist die bereits einge- 
fiihrte sog. aquivalente Rohr-Reynolds-Zahl 
Re,, die sich aus folgender Gleichung berechnen 
lbst : 

Fur den Widerstandskoefhzienten is erh8lt 
man die Beziehung 

(87) 

wobei [,’ den fur ReB aus dem Widerstands- 
gesetz des Rohres ermittelten Wert bedeutet. 

3.5.2.2 Ergebnisse ftir strtimungsmechanische 
Grksen. 
(a) Die Geschwindigkeitsverteilung. 

Die von der Reynolds-Zahl und vom Teilungs- 
verhaltnis abhwgigen Koeffrzienten a, und c, 
der ftir q > 30 ntierungsweise giiltigen Be- 
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ABB. 23. .Verhlltnis der Nusselt-Zahlen Nu/Nu, = f(F,, p/d) bei laminarer 
Striimung llngs Rohrbiindeln (Dreieckanordnung), einschliesslich des Grenz- 

fallen p/d = 0,952: Parallele Platte& symmetrischer WSirmeaustausch. 

ziehung u/u+ = a In q + c sowie die tiber Re, = 
lo4 . . .3 . lo6 gemittelten Koeflizienten a und 
c, die nur noch von p/d abhangen, sind in 
Tabelle 5 aufgeftihrt. 

In Tabelle 9 sind die fur verschiedene Werte- 
paare (Re,, p/d) aus der Gleichung (86) 
gewonnenen Rohrbtindel-Reynolds-Zahlen Re, 
gemeinsam mit den mittleren Geschwindig- 
keiten qms und dem zugeordneten Ringspalt 
r1/r2 widergegeben. 

(b) Der Widerstandsbeiwert. 
Das Verhaltnis aus dem Widerstandsbeiwert 

&(Ree) und dem aus dem Widerstandsgesetz 
des glatten Rohres berechneten Wert [,’ = 
c,(Re,) ist in Abb. 24 dargestellt: [,/c,’ = fi 
(Re, p/d = konst.) (Abszissenskala unten) und 
c,/[,’ = f&/d, Re = konst.) (Abszissenskala 
oben). Wie durch kleine Kreise bzw. Quadrate 
angedeutet ist, lhst sich der Quotient c,/c,’ 
naherungsweise mit Hilfe der beiden folgenden 
Gleichungen wiedergeben : 

i&/C; = 0,81 + 0,24$ 

(fur 1,24 < 5 < 2,0 - Re > 3. 104) (88a) 
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Tabelle 9. Reynolds-Zahl Re,, mittlere Geschwindigkeit qme und Radienverhiiltnis r, jr2 des 
zugeordneten Ringspalts in Abhiingigkeit von der tiquivalenten Rohr-Reynolds-Zahl Re, bei 

turbulenter Striimung &ngs Rohrblndeln (Dreieckanordnung) 

Re, pfd 1,25 l&O 1,95 3,50 

4, lo3 

lo4 

3. lo4 

lo5 

3. lo5 

lo6 

3. lo6 

ReB 9,45. lo3 1,oo. lo4 1,06. lo4 1,26. lo4 
(Pms 0,8549 0,8742 0,8888 0,9258 
r1/r2 0,5996 0,3928 0.2852 0,1152 

% 2,29. 10“ 2,41. 10“ 2,54. lo4 3,Ol. lo4 

VPmB 0,8784 0,8958 0,9089 0,9418 
rllr2 0,5992 0,3922 0.2845 0,1149 

ReB 6,70. lo4 7,02. lo4 7,36. lo4 8,59. lo4 

‘PIrIB 0,8973 0,9 130 0,9247 0,9537 
rl!r2 0.5986 0,391l 0,2831 0,1135 

ReB 2,19. lo5 2,28. 10’ 2,38. 10’ 2,72. 1U5 
(PInIl 0,9112 0,9257 0.9364 0,9623 
r,:r2 0,5981 0,3899 0,2814 OJ114 

ReB 6,50 10s 6,72, lo5 6,95. lo5 7,80. lo5 

(Pms 0,9205 0,9341 0,9441 0,9678 

rl/r2 0,5977 0,3888 0,2798 OJO84 

R% 2,14. lo6 2,20. lo6 2,26. lo6 2,49. lo6 

(Pms 0.9285 0,9412 0,9507 0,9723 
r,!r, 0,5972 0,3876 0,278O 0.1073 

ReB 6,37. lo6 6,‘l lo6 6,65. 10’ 7,18. 10’ 

(Pms 0,9344 619466 0,9555 0,9754 
f-,/r, 0,5968 0,3865 0,2764 0,1054 

P’d 
10 16 I5 20 25 30 35 

I25Sp/d-c2 0. 

o ~B/~;=O~81 +0,24 (p/d) 
u &/[~0~95+0~17 (p/d) 

ABB. 24. Verhaltnis der Widerstandsziffern [,J[T+ = f(Re, p/d) bei der turbulenten StrBmung 
lsi’ngs Rohrbiindeln (Dreieckanordnung). 
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&Jr, = 0,95 + 917; die darin besteht, die Stromung in einem Rohr- 
biindel derjenigen in der inneren Halite eines 

(fur f 2 2 - Re = 3. 104.. .3.10’). (88b) 
Ringspalts gleichzusetzen, bis herunter zu 

d Teilungsverhaltnissen von p/d = 1,20 zulbsig 

Diese Ergebnisse sind in guter Ubereinstimmung 
mit mehreren Versuchsergebnissen. Die von 
Eifler et al. [36] in einer von Wasser durch- 
stromten Rohrntindel-Anordnung bei den 
Teilungsverhaltnissen p/d = LO.. . 1,20 ge- 
messenen Widerstandsbeiwerte schliessen sich 
an die in der vorliegenden Arbeit fur p/d 2 1,25 
berechneten Werte an. Dies, Messergebnjsse 
sind in Abb. 24 durch die gestrichelte Lime 
angedeutet. 

Die gute ubereinstimmung mit dem Experi- 
ment hisst darauf schliessen, dass die Naherung, 

ist. 
Ergebnisse aus Messungen von Firsova [37] 

an Wasser in einem Rohrbtindel mit p/d = 1,20 
decken sich im Bereich kleiner Reynolds-Zahlen 
in etwa mit den hier berechneten Werten, fur 
Re > lo4 dagegen sind sie hoher. 

3.5.2.3 Ergebnisse ftir den Wiirnreaustausch. 
(a) Die Temperaturverteilung. 

Die Koefhzienten a und c(Pr+) des logarith- 
mischen Temperaturgesetzes sind in Tabelle 1 
fur die 4 Teilungsverhahnisse p/d = 1,25 - 
1,60 - 1,95 - 3,50 aufgefiihrt. Werte der 
Mischungstemperatur 0, sind fur den Fall 

Tabelle 10. Aufdie Nusselt-Zahl bei konstantem Wiirmefluss Nu, bezogene Nusselt-Zahl Nu sowie Mischungstemperatur O,,, 
in Abhiingigkeit uom Parameter der Wiirmejlussoerteilung F,, van der Prandtl-Zahl Prf und van der Reynolds-Zahl Re bei 

turbulenter Striimung ldngs Rohrbiindeln (Dreieckanordnung) 

Pr+ Re PO NulNu, @II Re Fo NujNu, 0, 

p/d = I,25 

0,OI 

0,Ol 

945. lo3 
6,70 lo4 
6,SO lo5 
6,37. 1V 

9,45. lo3 
6,70. lo4 
6,SO. lo5 
6,37. lo6 

9,45. 103 
6,70. 10“ 
6,50. 10’ 
6,37. IO6 

1,06. 10“ 
7,36. lo4 
6,95 lo5 
6,65 lo6 

1,06. lo4 
7,36. lo4 
6,95. lo5 
6,65. lo6 

1,06. lo4 
I,36 lo4 
6,95. lo5 
6,65. lo6 

8,OO 1,276 
1,287 
1,207 
1,121 

0 0,896 
0,894 
0,928 
0,963 

- 1,20 0,549 
- 1,20 0,549 
- 1,45 0,644 
-2,lO 0,648 

p/d = 1,95 

8200 1,232 
1,242 
1,170 
1,093 

0 0,920 
0,918 
0,948 
0,975 

- 1,55 0,545 
- 1,60 0,514 
- 2,05 0,522 
- 2,90 0,754 

0,806 1,OO. lo4 
0,804 7,02. lo4 
0,841 6,72 lo5 
0,884 6,51. lo6 

0,733 1,OO. lo4 
0,732 7,02 lo4 
0,783 6,72. 10’ 
0,845 6,51 lo6 

0,661 1,OO. 104 
0,662 7,02. lo4 
0,715 6,72. lo5 
0,753 6,51. lo6 

0,836 1,26 lo4 
0,835 8,59. lo4 
0,870 7,80. 10’ 
0,910 7,18.106 

0,778 1,26. lo4 
0,780 8,59. lo4 
0,828 7,SO. lo5 
0,885 7,18. 106 

0,702 1,26. lo4 
0,700 8,59. lo4 
0,733 7,80. lo5 
0,829 7,18. lo6 

p/d = 1,60 

8,OO 1,252 0,823 
1,263 0,822 
1,187 0,857 
1,105 0,899 

0 0,910 0,759 
0,908 0,759 
0,939 0,808 
0,970 0,868 

-1,40 0,530 0,681 
- 1,40 0,542 0,686 
- 1,70 0,655 0,743 
- 2,45 0,747 0,807 

p/d = 3,50 

8300 1,174 0,871 
1,181 0,872 
1,121 0,906 
1,063 0,940 

0 0,946 0,830 
0,946 0,834 
0,968 0,881 
0,986 0,929 

- 2,os 0,609 0,760 
-2,lO 0,635 0,774 
- 3,00 0,679 0,824 
-4,15 0,876 0,909 
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q, = konst. in Tabelle 2 und fur den Fall 
y,, # konst. in Tabelle 10 angegeben. 

(b) Die Nusselt-Zahl. 
Durch die N%herung I, 1 r(T = 0) entspricht 

dem (rem rechnerischen) Teilungsverhaltnis 
p/d = 0,952 das Radienverhaltnis rJrl = 
r,/r, = 1, also der Fall der parallelen Platten bei 
symmetrischem Warmeaustausch (PS). Aus 
diesem Grund ist es vorteilhaft, die Nusselt- 
Zahl durch das Verhahnis Nu/Nups anzugeben. 

Fur den Fall q,,, = konst. ist diese Griisse in 
Abb. 25 iiber dem Teilungsverhaltnis p/d auf- 
getragen. Mit steigender Prandtl- und steigender 
Reynolds-Zahl nimmt Nu/Nu, ab, mit steigen- 
dem Teilungsverhaltnis dagegen nimmt NulNu,, 
naherungsweise linear mit p/d zu. Die im Bereich 
pJd < 1,2 in Abb. 25 eingezeichneten 
Kurven gelten nur fur die innere Halfte des 
zugeordneten Ringspalts, da fur das Rohrbiindel 
die Naherung r, E r(z = 0) dort nicht mehr 
zulassig ist. 

Zur Berechnung der Nusselt-Zahl bei kleinen 
Prandtl-Zahlen mit Hilfe der Gleichung Nu = 
a + b(RePr+)e sind in Abb. 19 die nach dem 
Verfahren der kleinsten Fehlerquadrate fur 
Pr+ = 0,Ol und Pr+ = 0,03 berechneten Ko- 
effizienten a, b und c in Abhangigkeit von p/d 
aufgetragen. Die mittleren quadratischen Ab- 
weichungen betragen fur die 4 Teilungsverhalt- 
nisse je 18 Prozent. 

Ab mittleren Prandtl-Zahlen eignet sich die 
Beziehung (45) wieder in sehr vorteilhafter 
Weise zur Wiedergabe der berechneten Nusselt- 
Zahlen (im Fall des Rohrbiindels ist die bei der 
Herleitung von (45) getroffene Voraussetzung 
r, = r. erftillt). Mit den in Abb. 24 dargestellten 
Quotienten c&T+ [bzw. angenahert durch Glei- 
chung (88a, b)] lasst sich Nu aus der Gleichung 
(52) mit A = A, = 0,94 bestimmen. Die 
mittleren quadratischen Abweichungen e fur 
die Gesamtheit der Wertepaare Prf = 1 - 3 - 
10 - 14 - 100 - 1000, ReT B 4. lo3 betrigt 
in Prozent (die Werte in Klammern geben die 

ABB. 25. Verhlltnis der Nusselt-Zahlen Nu/Nu ps = f(p/d, Pr+, Re) bei der turbulenten Strbmung 
ILngs Rohrbiindeln (Dreieckanordnung) fiir qw = konst. 
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Teilungsverha.ltnisse an): e = 1,7 (1,25) - 2,l flussverteilung F, auf die Nusselt-Zahl Nu ist in 
(160) - 2,7 (1,95) - 5,6 (3,50). Diese geringen Tabelle 10 fur die vier obengenannten Teilungs- 
Abweichungen bringen die Leistungsfahigkeit verh%.ltnisse in Abhtigigkeit von der Prandtl- 
der Beziehung (45) tiberzeugend zum Ausdruck, und von der Reynolds-Zahl in der Form Nu/Nu, 
wenn man bedenkt, dass in dem hier betrachteten angegeben. 
Fall der Widerstandsbeiwert nicht nur den In Ermangelung zuverlassiger experimenteller 
Einfluss der Reynolds-Zahl, sondern such den Ergebnisse wurde in der Abteilung fur Fltissig- 
Einfluss des Teilungsverhaltnisses umfasst. metalle des Kernforschungszentrums Fontenay- 

Der Einfluss des Parameters der Warme- aux-Roses (CEA) ein von Rieger [38] und vom 
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Rieqer (1966) 
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ABB. 26. Vergleich der fiir die turbulente Strijmung I&ngs Rohrbiindeln (Dreieckanordnung -qw = konst.) in der vor- 
liegenden Arbeit berechneten (G - Pr = 10) und von M. Rieger an Wasser und an einem Wasser-Glykol-Gemisch ge- 
messenen Nusselt-Zahlen in der Form Nu/P@’ = f(Re, p/d). (Fti p/d = 1,25 sind die Werte mit dem Faktor 1,s multipliziert.) 
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Verfasser entworfener Versuchskreislauf zur 
Messung des Wtimeaustauschs ltigs Rohr- 
biindeln gebaut. Diese Anlage war so ausgelegt, 
dass die WBrmei_ibertragung sowohl an Wasser 
und Wasser-Glykol-Gemischen als such an 
einer Natrium-Kalium--Legierung untersucht 
werden konnte. An 3 Messkammerpaaren mit 
je 31 Rohren und den Teilungsverh%ltnissen 
p/d = 1,25 - 1,60 - 1,95 wurden je in 
einer als Heizer ausgefiihrten Messkammer der 
Fall F, = 1 (qw = konst.) und-beschrtikt auf 
dieversuchsreihe mit NaK--in einer als WSirme- 
austauscher ausgefiihrten Messkammer die F%lle 
F, # 1 (einschliesslich des Sonderfalls F, = 1) 
vorgesehen. Das Versuchsprogramm ist 
inzwischen abgeschlossen. Die an der Natrium-- 
Kalium--Legierung vorgenommenen Messungen 
sind noch nicht ausgewertet, die Ergebnisse 
dariiber werden zu einem spgteren Zeitpunkt 
veriiffentlicht werden. Der Bericht iiber die von 
Rieger an Wasser und an einem Wasser- 
Glykol--Gemisch durchgefiihrten Messungen 
(p/d = 1,25 - $60) ist abgeschlossen. 

Der Vergleich mit den in der vorliegenden 
Arbeit berechneten Nusselt-Zahlen ergibt eine 
gute ubereinstimmung, und zwar sowohl in 
bezug auf den Einfluss der Prandtl- und der 
Reynolds-Zahl als such auf jenen des Teilungs- 
verhtiltnisses. Der Aufbau der in Gleichung 
(45) enthaltenen Funktion f(Pr+) in der Form 
f(Pr) = B(Pr - A)Pr” hat sich such bei der 
Auswertung der experimentell gewonnenen 
Daten bewart. 

Die von Rieger ermittelte Beziehung zur 
Berechnung der Nusselt-Zahl lautet : 

~~ = _.__~__-~ePrris__________ 
1 + 8,8(Pr - 1,3)Pr-0,22 ,/([/S) 

(89) 

Dieser Formel liegen die durch die Gleichungen 
(47) und (88a) festgelegten Widerstandsbeiwerte 
< zugrunde. In Abb. 26 sjnd die fiir die beiden 
Teilungsverhtiltnisse p/d = 1,25 und p/d = 1,60 
gemessenen Nusselt-Zahlen in der Form 
NulPr 0v4 i.iber der Reynolds-Zahl aufgetragen. 
Die Prandtl-Zahlen variierten im Experiment 

zwischen Pr = 2,5 und Pr = 17,5. Zum Ver- 
gleich wurden daher die fiir Pr = 10 berechneten 
Nusselt-Zahlen Nu, ejngezejchnet. Denselben 
Verlauf erhglt man mit Hilfe der Gleichung (52) 
mit [ aus den Gleichungen (47) und (88a) und 
mit Pr+ = Pr(.@&u aus Gleichung (50). Auch 
die nach Gleichung (89) berechnete Kurve 
deckt sich nahezu mit der eingezeichneten 
Kurve Nu,. Wie aus diesem Vergleich zu 
ersehen ist, fiihren selbst bei dieser komplexen 
Geometrie die eingefiihrten Vereinfachungen 
und Annahmen zu sehr guten Resultaten fiir 
den Wgrmeiibergang. 
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HEAT TRANSFER IN SMOOTH TUBES, BETWEEN PARALLEL PLATES, IN ANNUL1 
AND TUBE BUNDLES WITH EXPONENTIAL HEAT FLUX DISTRIBUTIONS IN 

FORCED LAMINAR OR TURBULENT FLOW 

Abstract- By introducing an additional parameter F,, the processes known hitherto for calculating heat 
transfer are extended to the heat flux distributions which give a heat-transfer coefficient independent of 
position downstream of the thermal and hydraulic stabilisation regions. This condition is satisfied for 
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laminar and turbulent flow with a linear pressure drop when the heat flux distribution follows an exponen- 

tial law qW = exp (mx), as with heat exchangers. The influence of the exponent m on the heat transfer is 

described by the differential quotient d9,/d9, = F,, defined by the temperature gradients d9,/dx along 
the wall transmitting the heat and d9Jdx in the fluid at the point where the temperature gradient normal 
to the wall reduces to zero. For the annular space, the equations for explicit calculation of the temperature 
field will be given, as well as the Nusselt number in laminar flow and constant heat flux, the heat transfer 
taking place on one wall or both. In turbulent flow, the laws of distribution of eddy diffusivity for momentum 
in a tube, established by H. Reichardt, adapted for the annular space and the tube bundle, give the velocity 
field and the coefficient of friction and thus permit solution of the heat transfer equations. The results of 
the numerical calculation carried out with an IBM-7094 computer are given in the tables and diagrams for 
an extended range of the various parameters and compared with the experimental results: distribution of 
velocity, temperature and heat flux density normal to the wall, Nusselt number and mean temperature. 

A simple process to determine the lower limit of the thermal entry length will be described. 

TRANSFERT DE CHALEUR DANS DES TUBES LISSES ENTRE DES PLANS 
PARALLeLES, DANS DES ESPACES ANNULAIRES ET DANS DES FAISCEAUX 

DE TUBES, AVEC DES DISTRIBUTIONS EXPONENTIELLES DE FLUX THERMIQUE 
POUR LJN WOULEMENT FOR@ LAMINAIRE ou TURBULENT 

RPsumb-Par I’introduction d’un paramktre suppldmentaire F,, les pro&d&s connus jusqu’ti prkent pour 

Ii calcul du transfert de chaleur sont ttendus aux repartitions du flux de chaleur qui. en aval de l’ttablisse- 
ment du rCgime thermique et hydrodynamique, indiquent un coefficient de transfert de chaleur indbpendant 
de I’endroit. Cette condition est remplie pour l’ecoulement laminaire ou turbulent avec chute de pression 
lintaire quand la rtljartition du flux de chaleur suit une loi exponentielle qW = exp (mx), comme c’est le cas 
pour les 6changeurs de chaleur. L’influencede I’exposant m sur la transmission de chaleur est d&rite par 
le quotient diffkrentiel d&+,/d&, = F,, dC!ini par les gradients de temptrature d9,/dx le long de la paroi 

transmettant la chaleur et d9ddx dans le fluide & l’endroit oh le gradient de tempkrature normal & la paroi 
s’annule. Pour l’espace annulaire, seront indiquCes ies Cquations pour le calcul explicite du champ de 

tempkrature ainsi que le nombre de Nusselt en Ccoulement laminaire et flux de chaleur constant, I’bchange 
de chaleur s’effectuant sur une seule paroi ou sur les deux. En Ccoulement turbulent, les lois concernant 
la r&partition de la diffusivitk de quantiti de mouvement dans un tube, dtablies par H. Reichardt et adapties 
g I’espace annulaire et au faisceau tubulaire, permettent la dktermination da champ de vitesse et du co- 
efficient de perte de charge et constquemment la solution des Cquations de transfert de chaleur. Les 
rCsultats du calcul numerique sont rassembles dans des tableaux et rep&sent& par des diagrammes pour 
un domaine Ctendu des diffkrents parametres et cornparks avec des rtsultats expkrimentaux: r&partition 
de la vitesse, de la tempkrature et de la densite du flux de chaleur normal a la paroi, nombre de Nusselt, 
tempkrature de mblange. Par un pro&d& simple, on peut dbterminer la valeur minimate de la longueur 

d’ttablissement du r6gime thermique. 

TEIKIOOBMEH B KAHAJIAX ME>ICAY I~IAPXJIJIE,lhHhIMI/I I’.&~~I-WMI;I 
IIJIACTBHKAMH. B KOJIbIIEBbIX :?_480PAX LI TPYBAX C 

3ICCIIOHEHIQlAJIbHbIM’ PACIIPEA’EJTEHHEM TEKJIOBOI’O HOTOICA IIPll 
BMHYKAEHHOM JIIAMBHAPHOM IKII4 TYPBYJIEHTHOM TEqEHHM 

.~HHOTa~llsl-~B~~~li~~~~l ;IOlIOnHIiTeJibHOrO IiapaMeTpa FO MeTO~klKa, ilpMMeHFiBlilaRcII ,{O 

(‘iis nop AJIH pavieTa Tervioo6nc:Iia, pacnpocTpaHfieTcK Ha paciipe~e.neKMe TenJIonoro IioTotia, 

,I pWyJibTaTP Liero riozgsaeTcIi Iioal$Il#H~iieiiT TelinooSMeIia, IiP:iaHIlCi4Mbifi OT iIOJIoH<t?HllIl 

ysac:‘rtcou Tel~noBoi II rir~paii.iii~iecKoP cTaBirnIi3ar~riii HHlI:I II0 rloTOKy. 3TO yc,ioekic’ 

pCiJlH3y~TCR I[JIfl JIanIiiIiapuoro Ii Typ6yJi~HTKolW TcYeIiiiti llpii JiiiH&HObl ~i3M~HeIiMII 

lanneami, IiOFaa pacnpe;\eneIikie Terinonoro noToKa no;rqurineTcK 3KcnoHeHsHanbHo~i) 

:iaKoHy 4~ = exp (mx), KaK B cnyqanx Ten;iooB~ieKHi4KoB. UnnIiiskie iioKa3aTenx m iia 

Tennoo6sleH onncbiBaeTcn II~OLWBOHHO~~ dw/do = Fo, onpeaenflehioti TeMiiepaTypHbiMil 

rpani%eHTaMH dw/dx n~onb iionepxHocTm Karpena II do/dx B HCH~KOCTII B TOqKe, me TeMnepa- 

TYPHblti rpanHeHT, nepneIi~kCKy.YiRpHbii~ K CTBHKB, CTpeMHTCIl K HyZiO. JJiFi KOJibiieBbIX 

:iaaopoe npnBoaRTcfl peuieiinn B RBHO,M mine fl.711 nonfl TeninepaTyp, B TeKif(e A~FI 9~c;iu 

HyccenbTa B ZIaMMHapIiOM TelieHHiS M ilOCTORIiHOM Ti.?iiJiOBOM iiOTOKB IIpH TenJiOO6MeHe IiaK 

Ha O&HOti CTeHKA, TaI< ii Iia O&SiX. Ann Typ6yLWHTHOrO TelieHllfi (’ iiOMOmbH) 3BKOHOH 

paC,ipe~E!JRHG,H IiO3@,$HLiHeHTOB BMXpeBOti aH@$Iy3i’iM AJIR KOJIiFieCTBa ~i%G-KeHWi B Tpy6F:. 

YCTaHOBneHHbiX s. PaikXap;~TOM, MO~M@HqHpOEaHHbiX AJiII KoJibiieBoro aasopa II nyqKa 

TPvB, Onpe~enneTcIi iiO.?e CKOpOCTII I? KO3@@i~lWHT TpeHAFI, VT0 n03ROJIMJIO PeIIIl’ITh 
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ypal%HeHMe TeIUIOO6MeHa. Pe3yJIbTaTJJ WfCJleHHONI peUIeHHH, IIpOBefieHHOrO Ha MalIIHHe 

IBM-7094, IIPHBOHFITCR B mne Ta6nw H rpa@Koa J(JIH runpoKoro g&fanaaoHa pa3nMrHbIx 

napaMeTpoB. Pacnpefieneme cKopocT~, TeMIlepaTypbI &I IIJIOTHOCTH TeIIJIOBOrO IIOTOKa, 
ItepIIeH&HKyXApHOl-0 K CTeHKe, YMCJIa HyccenbTa II CpeAHefi TeMIIepaTypbI CpaBHHBaIOTCH C 
3KCllepEiMeHTaJIbHbIMla AaHHbIMli. OIIHCbIBaeTCH npOCTaR MeTOJKKa J(JIrl onpefienemn 

Hmwero npenena nmHbr ysacTKa TennoBoii cTa6anasa~nn. 


